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1. Kombinatorika, halmazok

- OSSZESZAMLALAS SOK KONKRET FELADATTAL

Erdekel, mire érdemes fogadni; hanyféleképpen alakulhat egy verseny végeredménye; mennyi lehetdség ado-
dik a nyertes szamok kivalasztasara?

- HALMAZOK ES HALMAZMUVELETEK MINDENFELE TEMAKORBOL

Itt és most rendbe szedjiik a szamokat; egyesitiink, kozos részt és kiilonbséget képeziink; s még az is kideriil,

hogy a semmi is valami...

2. A szamok vilaga

- SZAMOLAS, HATVANYOZAS EGYRE BIZTOSABBAN

Rutinos szamolova valhatsz, ha megismered és megtanulod a hatvanyokban rejlé lehetdségeket...
- SZAMOLAS NAGYON NAGY SZAMOKKAL

Birokra kelhetsz az oriasokkal a szamok vilagaban

- SZAZALEKSZAMITAS

Ha érdekel az arleszallitas... ha a pénzedet szeretnéd majd bankban kamatoztatni...ha fontos, hany ponttdl

0t0s az 0tos... akkor mélyed;j el ebben a témaban!

3. Egyenletek és azonossagok

- NEVEZETES AZONOSSAGOK

Nevezetességek az algebraban. Hat, ezt be kell vagni...
- OLDJUNK MEG EGYENLETEKET!

Csak mérlegelni kell tudni...

- SZOVEGES FELADATOK

Hany éves a kapitany? ...utoléri-e Tom Jerryt?...mennyi id6 alatt telik meg a medence?...

A tankonyv témakorei



BEVEZETO

Sok szeretettel koszontiink az 4j tanévben! - Vf‘ i= (AuRY -4
p(ﬁ “v Vv)-—vp vT-§ 4?

Ebben a leckében azt szeretnénk bemutatni, hogyan hasznald ezt a i L"Z ;L:::? % :

tankonyvet. Szeretnénk, ha 6romod lelnéd és sikereket érnél el a ma- )

tematika tanulasdban. Ehhez kindlunk a tankényvben valtozatos té- { 1’?(\;):[ B

makorokbol sok érdekes feladatot, szamos gyakorlati példat és kap- 3 @Pocmcd sionb

csolddasi pontot, a matematika felfedezéséhez pedig magyarazatokat, x = "zt

Za

o

elméleti rendszerezéseket és Osszefoglalokat. A leckék szerkezete azo-

nos részekbdl épiil fel, ezekkel fogunk most megismertetni.

Az egyes leckékben a kévetkezd tipusu részekkel talalkozhatsz:

Hogyan kapcsolddik a matematika a mindennapokhoz? Sok esetben egyszerti gyakorlati problémak
vezetnek érdekes matematikai kérdésekhez. Ilyenekre taldlhatsz példat a lecke elején a BEVEZETO-ben.

Ebben a részben részletes magyarazatokkal mutatjuk be egy konkrét feladat megoldasit.

BETECEIN 1t rendszerezzik a matematikai tartalmakat, megtalalod a pontos matematikai fogalmakat (defini-
ciokat) és éllitdsokat (tételeket) is.

Igyekeztiink valtozatos feladatokat dsszeallitani egy-egy orara, a konnyebbekkel kezdve. Ha tartds
tankonyved van, amit vissza kell adnod az iskoldnak a tanév végén, akkor ne irj a tankonyvbe, dolgozz a fiizetedbe. (Tab-
lazatok esetén segitségedre lehet egy ontapadds jegyzettomb: egy 6ntapados lapot tegyél a tablazat mellé, s arra irhatod az

eredményeket.)

4-5 feladat az otthoni munkdhoz.
, EMELT SZINT Ezek a részek talmutatnak a kozépszintii érettségi kovetelményeken. Sok mate-

matikai érdekesség, otletes és izgalmas feladat, illetve szép, preciz bizonyitasok taldlhaték ezekben a részekben.

Munkaformaként csoportmunkat vagy paArmunkat javaslunk a megoldashoz, ha

- olyan sok adat vagy olyan sok lépés van, hogy érdemes megosztani egymas kozott a munkat;

- arra szeretnénk biztatni titeket, hogy beszéljétek meg a feladatok el6tt és a megoldas soran otleteiteket, gondolataitokat;
- érdemes lenne tobb iranybol végiggondolni egy problémat;

- sokféle dtletet és gondolatot kell 6sszegytjteni a feladat keretében;

- azt szeretnénk, hogy egyiittmikodés keretében jussatok el egy megoldashoz.

Amikor sajat gondolataidat szavakba 6ntdd és elmagyarazod, mélyebben megértheted a matematika rendszerét. Amikor
a tarsad mondatait figyeled, racsodélkozhatsz az 6 gondolataira. Sokszor kifejezetten nehéz, ugyanakkor izgalmas feladat
kilépni a te gondolataidbdl, és egy masik ember gondolati 1épéseit kovetni és megérteni. Nehéz, de megéri!



CSOPORTMUNKA

Oldjatok meg parmunkaban az alébbi feladatokat!

1 5 Magyarorszagon az orszaggytlési képvisel6ket 1990 6ta négy-
évente valasztjak. A koztarsasagi elnokot otévente valasztjak,
legutébb 2017-ben volt elnokvalasztas.

a) Legkozelebb mikor tartjuk mindkét valasztast ugyanab-
ban az évben?

b) Az Eurépai Parlament képvisel6it is ot évre valasztjak
meg. Magyarorszag el6szor 2004-ben kiildhetett képvi-
seloket. Legkozelebb mikor lesz olyan év, amikor magyar
orszaggytlési képviselSket, és eurdpai parlamenti képvise-

16ket is vélasztunk?

2 5. Mekkora darabot vagjunk le egy iv csomagolopapirbol, ha egy
40%30x 20 cm-es dobozt akarunk belecsomagolni?
Ha nem akarjuk 6sszevissza hajtogatni a csomagol6papirt probal- — \ AT
gatas kozben, akkor tegytik a kovetkez6t:
Hengergessiik végig a dobozt a papiron egyik oldalardl a mésikra bil-

lentve. Ezzel létrehozunk egy képzeletbeli ,halot” A csomagolopapirt ugy

kell vagni, hogy ez a halé kiférjen ra.
Minimum mennyi csomagol6papir kell a fenti doboz becsomagoldsahoz at-
fedés nélkiil?

3 5 Magyarorszag népessége 1999-ben kereken 10 millio, a népesség életkor szerinti megoszlasa pedig a kovetkez6 volt:
0-14 éves: 20%, 15-39 éves: 35%, 40-59 éves: 25%, 60 év folotti: 20%.
a) Abrézoljuk a kor szerinti szézalékos megoszlast diagramon!
b) Hany f6 tartozott az egyes korcsoportokhoz 1999-ben?
Készitsetek tobbféle diagramot a feladathoz!

HAZI FELADAT

1 5 Négy darab egyforma négyzetlapunk van, melyek 2 - Szamold ki a kovetkez6 kifejezés értékét!

oldalai 3 cm hossztiak. Rakj ki stkidomot mind a a) 12- (& _ é) .9

négy négyzetlap felhaszndldsaval a kovetkezd sza- 3 6/°3

bélyok szerint: 14 5 2.3, (11 11

X i, . ) 1563 T2

. pontosan egy sikidom keletkezik;

2. semelyik két négyzetlap kozott nincs atfedés;

3. szomszédos (kozos oldallal rendelkezd) négy- 3 - Készits halmazabrat a kovetkezé halmazokrol:
zetlapok mindig teljes oldalaikkal illeszkednek. A = {paros szémok}

a) Hanyféle sikidomot kaphatsz? B = {pozitiv szdmok}

b) Melyik sikidomnak mekkora a teriilete és a ke- C = {azok a szdmok, melyeknek négyzete kisebb,
rilete? Mit veszel észre? mint 5}

¢) Gondold végig, miért fontosak az egyes szabd- Helyezd el az dbraban a —5-nél nagyobb, és +5-nél
lyok! Mutass olyan sikidomokat, melyek esetén kisebb egész szdmokat!
a harom szabaly koziil kett6 teljesiil, de a har-
madik nem!

HOGYAN EPUL FEL EZ A TANKONYV?



BEVEZETO

A dédmama sziiletésnapjara érkezik az Ottaga
csalad: apa, anya és harom gyerekiik: Juli, Tamas
és Nori. Tamassal eljott a baratndje is. Hanyféle
sorrendben koszonthetik fel a dédmamat a csa-
ladtagok, ha Nori szeretne els6 lenni a virdgcso-

korral?

Els6 megoldds: Készitsiik el a lehet6ségeket abrazolé grafot!
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Az 4brarol leolvashatd, hogy 24-féle sorrend lehetséges.

Masodik megoldds: Gondoljuk végig, hogy az egyes helyekre Nori:
hanyféle lehetdség koziil valaszthatunk! 1-féle
Nori az elsé. L1 A file

Nori utan 4-féleképpen valaszthatjuk ki, hogy ki a masodik. 1

A 3. helyen all6 tnneplét mar csak 3-féleképpen, mert >

2 ember mar szerepelt. Mind a 4 korabbi kivalasztast foly- N 2-féle

tathatjuk 3-féleképpen, ez eddig Osszesen 4 - 3 lehetdség. 3. L2 L féle
A 4. helyen all6t mar csak 2-féleképpen valaszthatjuk, ez
4 -3 -2 lehet6ség, s az utolso felkoszontd pedig mar egy- 5
értelmd. Osszesen: 4-3-2.1=24

6 KOMBINATORIKA, HALMAZOK



FELADAT

1 = a) Hanyféle sorrendben koszonthetik fel a déd- 2 5 Egy futéversenyen 6 gyerek indul.
mamat, ha nem csak Nori lehet az els6? a) Hanyféle végeredmény lehetséges, ha nem ala-
b) Hanyféle sorrend lehetséges, ha nem ottagu kul ki holtverseny?
a csalad, hanem héttagu, és a koszonték bar- b) Hanyféle kiosztasa lehet az arany-, eziist- és
mely sorrendben kovethetik egymast? bronzéremnek (a tobbiek helyezését nem fi-
c) Hanyféleképpen alakulhat az 6ttagt csaladban gyeljuk, és nincs holtverseny)?
az els6é harom koszontd sorrendje? c) Hanyféle sorrend lehetséges, ha tudjuk, hogy
Joc6 lett az 6todik és Ferko a hatodik? Abrazold
a lehetdségeket graffal!

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Egy 10 tagl tarsasigban mindenki mindenkivel ke- 2 . Hany atloja van az dbrdn lathatd tizszognek? (Az

zet fogott. Hany kézfogas tortént? egyik cstucsbol kiindulé atlokat mar berajzoltuk.)

Megoldds

Minden egyes csticsbol 7 atlo indul ki, mert 6nmagahoz és
a két szomszédos csticshoz nem vezet 4tlo. A 10 csticsbol
ez 6sszesen 10 - 7 = 70 4tl6 lenne, de mivel minden atlét
két csticsnal is figyelembe vettiink, ennek a fele a megol-
das. A tizszognek tehat 35 atldja van Gsszesen.

Megoldds
Emese 9-szer nyujtotta a kezét, ugyanigy a tobbiek is. Ez

Osszesen 90 kéznyujtas. Egy kézfogas 2 kéznyujtds ered-
ménye, ezért minden kézfogast kétszer szamoltunk. A kéz-
fogasok szama tehat 90 : 2 = 45.

FELADAT

3 - Hany atléja van Osszesen az 4 = Aziskolai roplabdabajnoksagban kilenc csapat ver-
abran lathaté nyolcszognek? senyez. Minden csapat minden csapattal jatszik egy
(Az egyik cstcsba futd atlo- mérkézést (nincsenek visszavigok). Osszesen hany
kat mar berajzoltuk.) meccset fognak lejatszani?

1. lecke | HANYFELEKEPPEN LEHET?



FELADAT

5 = Ot nagyvarost kdzvetlen repiil8jaratok kdtnek dssze, azaz barmelyikbél barmelyikbe egyetlen repiilduttal el lehet
jutni. Hany repiil6jarat van sszesen az 6t varos kozott, ha az A varosbol B varosba, és a B varosbol A vérosba tartd
repiil6 ugyanaz a jarat?

6 = Négyen jutottak az evezds verseny dontdjébe. Dome és Karesz osztoztak az els6 két helyen, Pali és Norbi a 3. és
4. helyezésen. Hanyféle sorrend alakulhatott ki, ha nem volt holtverseny? Készits abrat (grafot) a lehetéségekrol!

Sorba rendeziink kiilonb6z6 elemeket

Ha van 4 kiillonb6z6 elemiink, és azokat sorba rendezziik, akkor a lehetéségek szama 4-3-2- 1.

Altaldnosan: ha van n kiilénb6z6 elemiink, és azokat sorba rendezziik, akkor a lehetdségek szdma
n-n—1)-mn—2)-...-3-2-1.

Ennek a szorzatnak a felirasara egy egyszer jelolést hasznalunk. Példaul a4 - 3 - 2 - 1 szorzatot ugy jeloljiik, hogy 4! (ugy
olvassuk, hogy ,,négy faktoridlis”). Altaldban:

nl=n-n—1)-(n—2)-...- 1.

KIDOLGOZOTT FELADAT

Négy lany (Anna, Bogi, Cili és Dori) és négy fia (Elek, Feri, Gabor és Henrik) tdncolni mennek. Hanyféleképpen alakithat-
nak négy tancold part, ha minden parban egy lany és egy fitl tancol?

Megoldds
Allitsuk egymés mellé a négy lanyt: Anna Bogi Cili Déri.

Tegyiik fel, hogy el6szor Anna valaszt a fiik koziil part maganak. Ezt négyféleképpen teheti meg. Ha Bogi a méasodik valasz-
t6, akkor 6 harom fiu koziil valaszthat, hiszen Anna vélasztottjat nem vélaszthatja. Ha a harmadik vélaszt6 Cili, akkor neki
két fit koziil kell valasztania, ugyanis két fiit mar el6z6leg kivélasztottak. Dérinak mar csak egy fia marad tancpartnernek.
A lehet6ségek szama tehat 4 - 3 - 2 - 1 = 24. Kénnyen meggondolhat6, hogy ugyanerre az eredményre jutnank akkor is, ha a
lanyok nem ebben a sorrendben valaszthatnanak, hanem példaul Déri kezdené a valasztast, masodiknak Anna, harmadik-
nak Cili valaszthatna.

A lehet6ségek szama 4 -3 -2 - 1 = 4! =24,

(Ez a feladat megoldhato tgy is, hogy rendszerezetten felsoroljuk az dsszes esetet, majd megszamoljuk azokat.)

FELADAT

7 = Ot lény és 6t fit tincolni mennek. b) Hanyféle sorrendben johetnek be, ha elszor a
a) Hanyféleképpen alakithatnak 6t tincold part, ndk jonnek, és ha minden nd bejétt, akkor uta-
ha minden parban egy lany és egy fiu tancol? nuk a férfiak?
b) Hanyféleképpen alakithatnak ot téncol6 part, c) Hanyféle sorrendben johetnek, ha el3szor a fér-
ha koziilitk Anna csak Ferivel téncol? fiak jonnek, és utanuk a n6k?
d) Hanyféle sorrendben johetnek be, ha felvaltva
8 = Ot férfi és négy né 1ép be egy terembe. jonnek, elészor férfi, utdna né, majd megint
a) Hanyféle sorrendben johetnek be az ajton? férfi, és igy tovabb?

8 KOMBINATORIKA, HALMAZOK



HAZI FELADAT

1 = A csaldd autéba iil. El6l il anya és apa, hatul a ha- 3 5 Hat telepiilés mindegyikébdl pontosan harom masik
rom gyerek. Hanyféleképpen helyezkedhetnek el teleptilésre lehet eljutni kozvetlen, egyenes muuton.
a kocsiban, ha anyanak és apanak is van jogosit- Hany kozvetlen 1t vezet a telepiilések kozott? Rajzolj
vanya? egy lehetséges esetet!

2 - Asziiletésnapi ebédnél a csalad nyolc tagja egy asz- 4 - Hany atlé huzhat6 egy konvex 16 szogben?
tal koré iilt. Hany kiilonb6zé mddon iilhettek le, ha
dédmama az asztalfén foglalt helyet, jobbjan Csilla, 5 = Szamitsd ki, hogy mennyi!
baljan pedig Hajni ilt? 4 51 6L 7L %E; %:

RAADAS

1. (kompetenciamérés, 2007)
Az aldbbiakban Wedres Sandor ,,Ellentétek” cimii versének részlete olvashatd, de minden versszakabol kihagytunk

egy sort.

a) Vizsgald meg a verset! Mi maradt ki?

Ellentétek

Mindig csak az van, ami van. Ami van, folyton valtozo. A mozdulatlan nem mozog.
Mindig csak az nincs, ami nincs. Ami nincs, folyton ugyanaz.
....................................... Ami nincs, folyton valtozo. A mozdulatlan is mozog.
Mindig csak az van, ami nincs. . A nyughatatlan is pihen.

b) Nézz utina az interneten, és olvasd el a vers befejez6 sorait!

2 . Egy megadott jelsz6t egy bizonyos rendszer 16 biten tarol (egy bit értéke 0 vagy 1 lehet).
Pl ez is lehet egy jelszo:

0010111101001O0T11

a) Hany kiilonboz6 jelsz6 adhaté meg ebben a rendszerben?

b) Hény olyan kiil6nb6z6 jelsz6 van, amely 0-ra, 1-re, 11-re, illetve 10-ra végz6dik?

c) Egy gyors kodfeltoré program masodpercenként 600 000 probalkozast végez. Legfeljebb mennyi id6 kell a prog-
ramnak a jelsz feltoréséhez (ha ,tudja’, hogy 16 bites a jelsz6)?

3. Egy biifében a hamburgert kétféle alappal kindljak. Valaszthatunk
csirkeburgert vagy marhahdsos hamburgert. Mindkett6t kiegészithet- = fie
jik extra feltétekkel, ezek koziil akar tobbet is valaszthatunk, a feltétek ;
sorrendje nem szamit. Négyféle extra feltétet kinalnak: sajt, hagyma,
paradicsom, salata.

Gabi kivélasztotta az egyik alapot, majd két extra feltétet rendelt.
Hanyfélét rendelhetett? Készitsetek abrat (grafot) is a feladathoz!

1. lecke | HANYFELEKEPPEN LEHET?



KIDOLGOZOTT FELADAT

10

(Kompetenciamérés feladata nyoman)

Egy hazaspar tj hazat tervez. ,,Ugy szeretném — mondja a feleség -, hogy az el6szobabdl az étkezdbe lehessen belépni, onnan
nyiljon egyik irdnyba a konyha, masik iranyba a nappali” Végiil a beszélgetésiik nyoman a férj egy vazlatot készitett arrdl,
hogyan nyiljanak egymasbdl a helyiségek.

| terasz | |el('iszoba| | kamra |

nappali H étkezd H konyha
fﬁrdészobal—' folyosd |—| haloszoba |

halészoba

_— . NP, terasz
Osszekoto ajto

a) Hany helyiséget szeretnének a két terasszal egyiitt?

halészoba

flirdészoba

b) A bejarati ajton kiviil hany ajt6 lesz a hazban?
c) Melyik helyiségbdl nyilik a legtobb ajto?
d) Tervezd meg a hazat gy, hogy a feleség minden elképzelése megvaldsuljon!

Megoldds

a) Az abran a kis téglalapok felelnek meg a helyiségeknek, dsszesen 13 van bel6litk.
b) A téglalapokat 6sszekotd szakaszok jelentik az ajtdkat, ezekbdl 14 van.

c) A legtobb 6sszekotd szakasz a folyosdrol indul, ott lesz a legtobb ajtd, sszesen 5.

Grafokkal szoktunk abrazolni elemeket, ha azt is szeretnénk az abrdban megjeleniteni, hogy mely elemek kozott van
kapcsolat. A graf pontjai (vagy mas szdval csticsai) jelolik a killonb6z6 elemeket, és a pontokat dsszekotd vonalak (vagy
mas szoval élek) jelolik a kapcsolatot. Az dbraban nem szamit az 6sszekotd vonalak hossza, és nem szamit, hogy egyenes
vonalakat rajzolunk vagy gorbéket. A graffal a kapcsolatok halézatat szeretnénk szemléltetni.

Vannak olyan grafok, amelyekben az elemek kozotti kapcsolatok iranya is fontos, ilyenkor az 6sszekoté vonalakat nyilak-
kal egészitjiik ki (iranyitott graf).

Abrézolhatunk gréffal példaul kozlekedési halozatot, csalddfat, ismeretségeket, sportbajnokségot, munkafolyamatot. So-
rolj fel te is néhany példat a hétkoznapi életbSl! Nagyon nagy grafok is vannak, pl. a kozosségi oldalak vagy maga az
internet is értelmezhetd grafként.

KOMBINATORIKA, HALMAZOK



FELADAT

1 5 Melyik alaprajz felel meg a Kidolgozott feladatban leirt elképzelésnek?

a) c)
terasz kamra
o #—H konyha terasz
= ][ el6szoba
fiirdé- halészoba terasz — —
halészoba szoba ][ — i
— halészoba
hoss fiirdé- [ eteess I 1
_n e szoba ][ nappali
— — . T furdé-
][ elészoba ][ N fUrdé—][ fo—ly.oso ][ szoba
o x s szoba s
étkezd = i —
kamra haloszoba s o hélészoba
N halészoba
konyha
i ajtd
nappali
terasz
— ajté
b) I:’—lb d) 3 = — ©
terasz elészoba halészoba ]['g ﬁﬁszoba g][
— — n_n =& X
s konyha
. 9 ][ étkezd
nappali ][ étkezd konyha | £
v | —
][ nappali S fiirdé-
o L folyoso ][
| | | | szoba
folyoso ][ ][ — —
][ﬁ]"dé‘ o f'—dl halészoba
szoba urbo-
szoba
— halészoba
hélészoba halészoba ][ terasz terasz hal6szoba
terasz | terasz |
— ajté
— ajté

2 = (érettségi feladatok)

a) Egy talalkozdra ot lizletember érkezik, akik a tobbi résztvevé koziil rendre 1, 2, 2, 2, 3 masikat ismernek (az
ismeretségek kolcsonosek). Szemléltesse graffal az ismeretségeket!

b) Jozsetnek 3 gyermeke volt: Andor, Matyas és David. Matyasnak 3 fia sziiletett, Andornak 1, Davidnak egy sem.
Szemléltesse graffal az apa-fiu kapcsolatokat! Hany csuicsa és hany éle van ennek a grafnak?

c) Szemléltesse graffal azt a vasuthaldzatot, amelyben szerepl6 hét telepiilésrdl a kovetkezdket tudjuk: az A varost
B, C és D varosokkal vasutvonal koti 6ssze, a B varosbol C és E varosokba, valamint D varosbdl F és G telepii-
lésekhez kozvetlen vasutvonal megy!

2. lecke | GRAFOK 11



3 5 (Kompetenciamérés feladata nyoman)

Egy szamitégép-halézat a kévetkezék szerint van

beallitva:

+ arendszergazda (®) minden felhasznal6val (O)
tud kommunikalni,

o a felhasznalok a rendszergazdaval és pontosan
két masik felhasznaldval tudnak kommunikalni.

a) Melyik abra szemléltet egy olyan haldzatot,
melyben mind a két feltétel teljesiil?

%

b) Rajzold fel masképp a rendszergazda és a fel-

AV
/N

hasznaldk kapcsolatat!

4 5 Egy kézilabdatornan 16 csapat indul. A csapatokat
4 csoportba sorsoljak, minden csoportba 4 csapat
keriil. A csoportokon beliil kormérkézést jatsza-
nak, azaz a csoporton beliil minden csapat min-
den csapattal pontosan egy meccset jatszik. Ezutan
minden csoportbodl az elsé két helyezett jut tovabb.

Innentd] egyenes kieséses rendszerben folytatodik
a torna. A tovabbjutd csapatokat Osszeparositjak,

HAZI FELADAT
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1 5 (Kompetenciamérés, 2017)
Nori és huga, Réka ugyanabban a varosban jar-
tak egyetemre. Nori 2007-ben koltozott a varosba,
Réka két évvel késdbb kovette 6t. Egy ideig kozos
albérletben laktak, majd mindketten tobbszor kol-
toztek. Az abra azt mutatja, hogy melyikiik mikor
koltozott Gj albérletbe.

Muslica tér
OTTHON

2010.12.29.
(2011.11.03.) 2009.08.03. E
Fenyves koz

2007.08.21.
2014.06.20.

Akac utca

2011.03.12.

2012.08.06.
[

Sajo utca

Garaboncias ut
Réka
Nori

a) Hol lakott Nori 2011. oktober 17-én?

és a nyertesek jutnak tovabb az el6dont6kbe, majd
onnan a nyertesek a dontébe. A dont6 elétt az eld-
donték vesztesei a harmadik helyért jatszanak.

Héany mérkézésbdl all a kézilabdatorna?

Egy iskolaban focibajnoksagot rendez a kilencedik
évfolyam 0Ot osztalya. Tablazatba foglaltuk az eddig
lejatszott mérkdzések eredményeit.

mérkézés eredmény
9.a-9.c 2-4
9.b-9.d 1-0
9.b-9.c 3-2
O.a=9c 1-0
9.b-9.¢ 1=

a) Melyik osztaly csapata rugta eddig a legtobb
golt?

b) Készits iranyitott grafot, amely szemlélteti az
eddig lejatszott mérkozéseket ugy, hogy a nyil
mindig a gy6ztes felé mutat!

c) Hany mérkézés van hatra, ha a bajnoksdgban
minden csapat minden csapattal pontosan egy
meccset jatszik?

b) Melyik albérletben lakott Réka a leghosszabb
ideig 2009 és 2014 nyara kozott?

c) Melyik években laktak egytitt szilveszterkor?

d) Osszesen hdny honapot laktak egyiitt?

Egy grafnak 7 csticsa van, és minden csticsb6l min-
den masik csticsba pontosan egy él vezet. Hany éle
van a grafnak?

a) Hany mérkézésre keriil sor hat csapat kozott,
ha minden csapat minden csapattal pontosan
egy meccset jatszik?

b) Héany mérkézés van a hat csapat kozott, ha a ko-

vetkezéképpen zajlik a verseny?
A csapatokat el6szor két darab harmas csoportba
soroljuk, a csoportokon beliill mindenki jatszik
mindenkivel. Ezutan a két csoportelsd jatszik az elsé
és a masodik helyért, a csoportmasodikok a har-
madik és a negyedik helyért, a csoportharmadikok
az 6todik és a hatodik helyért.

KOMBINATORIKA, HALMAZOK



RAADAS

1.

A Klasszikus focilabdat fekete szabalyos 6tsz6- \
gekbdl és fehér szabalyos hatszogekbdl készi- ’
tik. A 12 db 6tsz6g minden éle egy hatszog '
egyik élével hataros. ‘ '
a) Mennyi a hatszogek szdma?
b) Szemléltesd graffal az 6tszogek és hatszogek
hélozatat! A graf cstcsai jelentsék az 6tszogeket és a hatszo-
geket, az élek pedig azt, hogy melyik lapok szomszédosak!

2 . Igazvagy hamis? A helyes valaszhoz tartozé sz6t ird be a rejtvényabra megfelel§ vizszintes soraba. A fiiggdleges oszlop
egy magyar zeneszerz0 vezetéknevét rejti. Melyik a hidnyzé két betii?
Igaz Hamis
Ha egy 6 f6s tarsasagban mindenki min-
denkivel pontosan egyszer kezet fog, ak- ~ VEGES VALOS
kor 6sszesen 18 kézfogas torténik.
4 ember 4-szer annyiféleképpen allhat .
. OSSZEG  SORREND
sorba, mint 3 ember.
Egy konvex 6tszognek tobb, mint két-
szer annyi atléja van, mint egy parale- HAT TiZ
logrammanak.
6 induld esetén egy verseny els6 harom
helyezettje 30-féleképpen alakulhat, ha ~ GRAF ABRA
nincs holtverseny.
3. (Kompetenciamérés, 2018)

Az alabbi abra egy kalandpark kétélpalyarendszerét mutatja. A betiik
a lehetséges kiindul6pontokat / céldllomasokat jelzik, a vonalak a ko-
telek (utak) helyét mutatjak. A metszéspontok pihen6allomasok egy-
egy fan kiépitve. A nyilak a haladds irdnyat jelzik. Amelyik szakaszon
mindkét iranyba mutat nyil, ott mindkét irdnyban lehet haladni.
a) Ellehet-e jutni

- A-bol F-be?
A-bdl B-be?
- F-bél C-be?
E-bél B-be?
- B-bol E-be?

b) Keress minél hosszabb ,kor’-t a palyan, azaz olyan utat, amely

visszatér a kiindulépontbal

2. lecke | GRAFOK
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FELADAT
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A szamzaras lakat négy kereke egymastol fiiggetlentl elforgathaté. Mindegyik keré-

ken 10 szamjegy van 0-tdl 9-ig.

a) Hany kiillonboz6 szamnégyes allithaté be ezen a zaron?

b) Hany olyan szamnégyes allithaté be, amelyben mind a négy szdmjegy kii-
16nb6z6?

c) Hany olyan szamnégyes éllithat6 be, amelyben harom szamjegy egyforma?

d) Hany olyan szamnégyes éllithaté be, amely egyben egy négyjegyti ter-
mészetes szam?

Egy széfet elektronikus szamzarral védenek. A szamzaron beallithatd

szamkombinacié 6, 7, 8, 9 vagy 10 szamjegybdl allhat.

a) X arbabonds, ezért csak a szerencseszamai, a 3-as és a 7-es szamjegyek /
fordulhatnak el6 az 6 kddjaban. Raadasul a kdd is csak 7 szamjegyti p——
lehet. Hany lehet6sége van?

b) Hany tizjegyt kod éllithatd be a zaron, ha mind a 10 szamjegyet fel-
hasznaljuk a kod elkészitéséhez?

c) Az Osszes tizjegyl kod hanyadrészében végzddik a kod 7-esre?

d) Osszesen hényféle kdd llithaté be az elektronikus zaron?

Az elektronikus szamzarat biztonsagi megoldasokkal is fel lehet vértezni az ille-

téktelen behatoldssal szemben. Egy ilyen megoldas a reteszelés, ami azt jelenti,
hogy ha rossz kéddal probalkoznak, akkor az elektronika bizonyos ideig
nem enged tjabb szambevitelt.

A kovetkez6 részlet egy elektronikus szamzar hasznalati itmutat6jabol
vald.

»~Amennyiben 3 egymas utdni esetben rossz kodot adott meg, 1 perces re-
teszelési id§ 1ép életbe (piros LED villog). Minden tovabbi hibas kddbevitel
esetén duplazddik a reteszelés ideje (max. 16 perc). Amennyiben a reteszelé-
si id6 lejart, a helyes koddal a szokott médon nyithato a széf”

Legalabb mennyi ideig tartana véletlenszert probalkozassal egy 3 szamjegyti kod-
dal védett széfet kinyitni, ha csak az utolsé probalkozas lenne sikeres?

KOMBINATORIKA, HALMAZOK
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1 s Az 5 éves Csilla szeretne jelszot késziteni, amit

testvérének Bencének kell kitaldlnia. Csilla csak az
A és a B bettit ismeri fel biztonsagosan, ezért a ko-
vetkezd négy bettikartyat hasznalja:

A . . B
_/ _
a) Hanyféle jelszot készithet Csilla, ha csak a be-

tik sorrendje szamit, és akkor, ha a szinek meg-

kiilonboztetik 6ket?
b) Bence azt mondja, hogy a jelsz6 BABA. Mekkora

az esélye annak, hogy eltalalta a bet(ik sorrendjét?

Kerékparunkat olyan szamzarral védjik, mely-
nek mind a 4 kerekén 10 szamjegy van 0-t6l 9-ig.
Biztonsagban van-e a kerékpar, ha 3 6ran keresz-

RAADAS

1.

a) Hanyféleképpen tudod kiolvasni az alabbi képen
a VARIACIO sz6t? (A kiolvasast a bal fels6 sarok-
ban kell kezdened és a bettiket balrél jobbra vagy
fentrdl lefelé haladva kell egymds utan Ossze-

olvasnod.)
VARIACTIO
ARIACTIO
RIACTIO

I ACc1IO
AC1O0
cC1O

I O

¢}

b) Készits hasonl6 tablazatot mds betliszdmu sza-
vakkal! Figyeld meg, hogy hogyan valtozik a le-
hetséges kiolvasasok szama a betlik szamanak
fiiggvényében! Mit tapasztalsz? Probald meg bi-
zonyitani is a sejtésedet!

Az osztaly szalagavatora készil. Szerencsére éppen
15 fit és 15 lany jar az osztalyba, igy az osztalyfénok

3. lecke | SZAMZARAK
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til Orizetlentil hagyjuk,
tudvan azt, hogy egy
gyakorlott  zarfeltord
percenként kb. 50 le-
hetdséget is meg tud

vizsgalni?

Zoli nevének bettiibél (z, o, [ és i) allit 6ssze egy

5 betli hosszusagu jelszot.

a) Hanyféle jelszot rakhat ki, ha minden bet kii-
16nbo6z6?

b) Hanyféle jelszot rakhat ki, ha a bettik tobbszor
is el6fordulhatnak?

c) Hanyféle jelszot rakhat ki, ha a bettik tobbszor
is el6fordulhatnak, de azt mar eldontotte, hogy
az elsé bettlinek az i bettit valasztja?

kérésének eleget téve senki sem hoz magaval kiilsést,

mindegyik fii-lany pér az osztalybol keriil ki.

a) Hanyféleképpen alakulhat a kering6parok listaja?
(Nem szamit, hogy a listan melyik par hanyadik
helyen all, de az igen, hogy ki kivel tancol.)

b) Hanyféleképpen alakulhat a lista, ha Dzsenifer és
Patrik mindenképpen egyiitt szeretnének tancolni?

c) Hanyféleképpen alakulhat a lista, ha Dzsenifer és
Patrik semmiképpen sem szeretnének egyiitt tan-
colni?

(Kompetenciamérés, 2013)

A mobiltelefonok bekapcsolasakor a SIM kartya PIN
kédjat (négyjegyti szamkodot) kell megadni, melyet
csak a tulajdonosa ismer, igy illetéktelenek nem tud-
jak haszndlni a telefont.

A négy szamjegybdl all6 PIN kod szamjegyei barmi-
lyenek lehetnek.

2011-ben Magyarorszagon a SIM kartyak szama
11,69 milli6 volt. Koziiliik legalabb hanyhoz tartozott
egyforma PIN kod?

15



KIDOLGOZOTT FELADAT

Zoli Gj jelszot 4llit be a szamitégépén. Kitalalta, hogy a jel-
szava a z, 0, I, i bettikbél és a 3-as szambol fog allni.

a) Hanyféle lehetéség koziil valaszthat, ha mind az 6t ka-
raktert pontosan egyszer szeretné felhasznélni, de nem
akar szamjeggyel kezdeni?

1. megoldds

Az 1. A2. A 3. A4, Az 5.
karakter  karakter karakter karakter  karakter
4-féle 4-féle 3-féle 2-féle 1-féle

lehet, ezért az Osszes lehetség szama: 4 -4 -3 -2-1=96.

2. megoldds

Gondoljuk végig, hany olyan eset van, amelyre NEM telje-
siil az allitas, s ezt vonjuk ki az sszes eset szamabol!
Osszesen az 5 karaktert 5 - 4 - 3 - 2 - 1 = 120-féleképpen al-
lithatjuk sorba. Ezek koziil a hdrmas szamjeggyel kezd6d6
jelszavak szama: 4 - 3 - 2 - 1 = 24, mert a harmas utan 4-fé-
leképpen, majd utana 3-féleképpen, majd utana 2-félekép-
pen, majd végiil 1-féleképpen folytathatjuk a jelszot.
Azoknak az eseteknek a szama tehdt, amelyek NEM har-
massal kezdédnek: 120 - 24 = 96.

b) Hanyféle lehetéség koziil valaszthat, ha mind az 6t ka-
raktert pontosan egyszer szeretné felhasznalni, de ezen
kiviil ugy gondolja, hogy a szamjegy vagy a jelsz6 koze-
pére, vagy a végére keriiljon?

Megoldds

A lehetséges jelszavakat most két jol elkiiloniilé csoportra
lehet szétvalasztani. Nagyon fontos, hogy olyan csopor-

FELADAT
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Dolgozzatok parokban!

tokat keressiink, amelyekben egy jelsz6 csak egyszer for-
dul el6, de mindegyik benne van valamelyik csoportban.
Mindkét csoport elemeit kiilon sszeszamoljuk, s az ered-
ményeket 6sszeadjuk.

Az egyik csoportot azok a jelszavak alkotjak, amelyekben
a harmas szamjegy a kozépsd, és a tobbi 4 betlit a mara-
dék 4 helyre helyezem el. Ezt az elrendezést megtehetjitk
4.3.2-1=24-féleképpen. A masik csoportot azok a jel-
szavak alkotjak, amelyekben a harmas szamjegy az utolso.
Ilyen jelszo is 24-féle lehet, ekkor az elsd 4 helyre kell be-
sorolni a 4 bettit.

Osszesen 24 + 24 = 48 lehetdség van.

¢) Hanyféle lehetéség koziil valaszthat, ha mind az 6t ka-
raktert pontosan egyszer szeretné felhasznalni, és az
utolsé karakternek vagy a ,,z’-t, vagy a ,,3”-at akarja

valasztani?

Megoldds

Ezuttal is érdemes két jol elkiiloniil6é csoportra valasztani
a jelszavakat.

Az els6é csoportot azok a jelszavak alkotjak, amelyekben
a harmas szamjegy az utolso6. Az elsé 4 helyre a t6bbi 4 be-
tit 24-féleképpen helyezhetjiik el. (A kordbbiakhoz hason-
l6an.) A masik csoportot azok a jelszavak alkotjak, ame-
lyekben a ,,z” betii az utols6. Most tehdt a 3 maradék bettit
és a harmas szamot kell elhelyezniink az els6 4 helyre. Ebbe
a csoportba is 4- 3 - 2- 1 = 24 lehetdség tartozik. Osszesen
tehat 24 + 24 = 48 kiilonbo6z6 lehetéség van.

1 = Hajnit sziiletésnapjan felkoszontik a baratai. Heten jonnek el a sziiletésnapi vendégségbe: Klari, Detti, Luca, Pali,

Joc, Isti és Adam.

a) Hanyféle sorrendben koszonthetik fel Hajnit, ha Luca nem akar els6 lenni a sorban?

KOMBINATORIKA, HALMAZOK



Y

3>

2

b) Hanyféle lehet a sorrend, ha Luca ragaszkodik
hozza, hogy 6 legyen a negyedik?

c) Hanyféle lehet a sorrend akkor, ha Luca inkdbb
ugy dont, hogy vagy negyedik, vagy utolso lesz?

d) Hanyféle sorrend van, ha Luca ahhoz ragaszko-
dik, hogy 6 kovetkezzen Detti utdn?

a) Hany darab hatjegy(i természetes szam van?

b) Hany olyan hatjegyli természetes szam van,
amelynek minden szamjegye kiilonb6z6?

c) Héany olyan hatjegyli természetes szam van,
amelyben nem szerepel az 5-0s szamjegy?

d) Hany olyan hatjegyli természetes szam van,
amely 10-zel oszthat6?

e) Hany olyan hatjegyli természetes szam van,
amelynek minden szamjegye pératlan?

f) Hany olyan hatjegyli természetes szam van,
amelyben 7-es az els6 vagy az utolsé szamjegy
(Iehet mindketté is hetes)?

£) Hany olyan természetes szim van, amely leg-
foljebb hatjegyi?

Négy szamkartya van az asztalon. Az egyiken
egyes, a masikon hdrmas, a harmadikon hatos,
a negyediken hetes szerepel. Csilla a négy kartyaval
egy négyjegyl szamot rakott ki.

HAZI FELADAT
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Bence és két baratja egy csocsdbajnoksagon mérik
Ossze ugyességiiket. Hanyféle végeredmény alakul-
hatott ki, ha tudjuk, hogy nincs holtverseny, és nem
Bence lett az els6? Hany mérkézésre keriilt sor, ha
mindenki mindenkivel pontosan egyszer jatszott?

Csupa paratlan szamjegybdl szeretnénk négyjegyti
szamokat alkotni. Hany kiilonb6z6 szamot alkot-
hatunk?

Ezek koziil hany olyan van, amely nem oszthat6
ottel?

Haény olyan van kozottiik, amely nem oszthat6 ot-
tel, és amelynek minden szdmjegye kiilonb6z6?

A csupa paratlan szamjegybdl allé négyjegyti sza-
mok hanyadrésze végzddik 7-re, illetve 77-re?
Mekkora az esélye annak, hogy a szam csupa egy-
forma szamjegybdl all?

4. lecke | FOLYTATJUK AZ 0SSZESZAMLALAST
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a) Hany kiilonb6z6 négyjegyti szamot tud kirakni?

b) A lehetséges szamok hanyadrésze paratlan, pa-
ros, illetve néggyel oszthat6?

¢) Vajon hdny olyan szdm van ezek kozott, ame-
lyik nyolccal oszthat6?

d) Csilla felirta egy papirra az osszes igy kapott
szamot. Mennyi ezeknek a szdmoknak az 6sz-
szege? Keress tobbféle otletet, hogyan lehetne
ezt kiszamolni!

Egy tarsasjaték egyik szerencsekartyajan ez olvashato:
»Dobj tijra! Ha egyest dobsz, nyertél egy aranyat. Ha
kettest, vesztettél egy aranyat. Ha hdrmast, nyertél
hdrom aranyat. Ha négyest vagy 6tost vagy hatost,
akkor dobj ijra addig, amig végiil egyest, kettest
vagy hdrmast nem dobsz!”

Hajninak haromszor kellett dobnia. Mit dobhatott
elsére és masodikra?

Bencének négyszer kellett dobnia, s végiil vesztett
egy aranyat. Hanyféle dobassorozata lehetett?
Csilla is kihtzta ezt a szerencsekartyat. O csak hd-
romszor dobott, végiil nyert. Hanyféle dobdssoro-
zata lehetett?

Egy tarsasjaték tablaja uthalézatot abrazol. A cso-
moépontok egy-egy kisvarost jelentenek. Az a fel-
adat, hogy mindenki huz 6t kiilonboz6 varost, és
a kiindul6 helyérdl tetszdleges sorrendben mind az
ot varosba el kell jutnia a jaték folyaman. Bencének
nagy szerencséje van, mert az egyik varos szomszé-
dos az indulasi helyével. Van ezen kiviil még két
masik, de nem szomszédos az el6z6 kettGvel. Ezért
elhatdrozza, hogy elséként az induldsi helyével
szomszédos varosba lép, s a masik két szomszédost
pedig majd a jaték folyaman egymas utan fogja
teljesiteni. Igy hanyféle sorrendben jarhatja be az
altala huzott 6t varost?
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CSOPORTMUNKA

Dolgozzatok 3-4 fés csoportokban! Mindegyik csoport megoldhatja mind a harom feladatot, de kooperativ mddszerrel,
példaul szakértdi csoportok* létrehozasaval is feldolgozhatjatok az anyagot.
A vastagon szedett feladatok tobb szamolast vagy gondolkodast igényelnek a kordbbiaknal.

1 = Telefonszamok c) A mobiltelefon-szamok a budapestiekhez ha-

Egy 2008-as ujsagcikkbdl idéziink:

»Jelenlegi formajukban pontosan nyolcvan év 6ta

léteznek a vonalas telefonszamok. Igaz, akkor még

lényegesen kevesebb szamjegybdl alltak.

— A bevezetéskor a fovarosban 6t-, vidéken négy-

jegytek voltak [...] vidéken 1964-t6l lett 6t-, mig

1990-t6l hatjegyti a telefonszam.

[...] A korzetszamokat az dramutatd jarasaval

megegyezd iranyba osztottak ki az orszagban, ha-

sonldan az iranyitészamokhoz. Budapesté az 1-es,
mig ha példaul Miskolcot akarjuk hivni, a 46-os

korzetszamot kell tarcsaznunk. [...] Soproné a 99-

es korzet.

[...] Az egyes szolgaltatoknak kiadhat6 tartomany

egyébként 200-000-t6l 999-999-ig terjed”

/delmagyar.hu/

a) A budapesti vonalas telefonszamok 7 jegytiek,
és nem kezd6dhetnek 0-val és 1-gyel. Hany
ilyen telefonszam képzelhet el?

b) A vonalas telefonszdmok a korzetszdmmal
egyiitt tehat 8-jegytiek. Korzetszamnak nem
osztottak ki az 9sszes lehetséget, mert megtar-
tottak sokat kiilonleges szolgaltatasokra, vagy
példaul a mobilszolgaltatoknak. 53 kétjegyt
(vidéki) korzetszamot osztottak ki. A hatjegyti
(vidéki) hivoszamok sem kezdddhetnek 0-val
vagy 1-gyel. Hany kiilonb6z6 8-jegyti (korzet-
szammal egyiitt felirt) vonalas telefonszam 1é-
tezik ezekkel a feltételekkel?

sonldan hétjegytiek, és ugyantugy nem kez-
dédhetnek 0-val vagy 1-gyel. Hany hivoszam
adhat6 ki a harom legnagyobb mobiltelefon-
szolgaltato altal 6sszesen?

d) Egy 7-jegyti (korzetszam nélkiili) budapesti
telefonszamrdl a kovetkezot tudjuk: 2-essel
kezdédik, a masodik szamjegy ett6l kiilonbo-
26 és Osszesen kétféle szamjegyb6l all. Hany-
féle ilyen telefonszam létezik?

Rendszamok

1958-ban hatkarakteres rendszamokat vezettek be

Magyarorszagon, amely két betlibél és négy szam-

jegybol allt. A kezd6bettik utaltak a jarmd tipusara,

illetve a tulajdonosara. A betiik nem tartalmaztak
ékezetet.

a) Ha a magyar abc minden (ékezet nélkiili) egy-
jegyl bettje, minden megkotés nélkiil szere-
pelhetett volna a rendszamokban, és a szam-
jegyekre sem lett volna semmi kikotés, hany
kiil6nb6z6 rendszam késziilhetett volna?

Bizonyos kezdébettiket csak az id6 el6rehaladtaval

hoztak forgalomba. Példaul 1984-t8l vezették be

azokat a maganaut6-rendszamokat, melyek G be-
tlivel kezd6dtek. (A mésodik bet(i barmi lehetett.)

b) Hany olyan rendszam lehetett volna, amely G-vel
kezdédik (ha nem lett volna mas megkotés)?

c) 1990-t8l harom bet(ibdl és harom szambol allo
sorozatot bocsétottak ki. Elméletileg hany da-

* Szakért6i csoport létrehozasa és miikodése:
- Minden csoportban ki kell osztanunk az A, B, C, D bettjjeleket az egyes tanuldknak.
- Az azonos bettjeltiek ugyanazt a feladatot kapjak. Mindenki elolvassa a sajat feladatat.
- Az azonos betijeltiek egy-egy ,,szakért6i” csoportba gytlnek, és a feladatukat kézosen megoldjak. A megoldasrodl a szakért6i csoport mindegyik
tagja vazlatot készit.
- Mindenki visszamegy az eredeti csoportjaba, és megtanitja a tobbieknek a sajat feladatat.
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rab rendszam adhat¢ igy ki (ha nincs mas meg- a) Osszesen hényféleképpen adhatunk valaszt
kotés)? a 14 kérdésre?
Az 1990-ben inditott sorozatban késGbb azt b) Egy szelvény kitoltésekor azt a ,,biztos” infor-
a megkatést hoztak, hogy az utolsé betii nem le- maciot kapjuk, hogy az elsé harom kérdésre
het I, O, vagy Q. (Ezek ugyanis konnyen ossze- ugyanaz a valasz, valamint az utolsé kérdésre
téveszthet6k szamokkal.) A kozépsé betii pedig »biztosan” nem X. Hanyféle kitoltés lehetséges,
nem lehet Q, mert Osszetéveszthet6 O-val. Ez ha elfogadjuk ezeket a ,,biztos” tippeket?
alol a szabalyozas aldl kivételt képeznek a buda- c) Az emelt szintl fizika érettségi els6 része 15 teszt-
pesti tomegkozlekedésben hasznalt BPI és BPO kérdésbdl és 3 feladatbdl all. A tesztkérdésekre
rendszamok, valamint azok, amiket a szabalyo- négyféle valasz (A, B, C, D) adhat6. Mekkora az
zas el6tt kibocsatottak. 35 olyan sorozat volt ek- esélye, hogy az els6 nyolc kérdésre adott, vélet-
kor, amit mar kiadtak, nem felelt meg a szabalyo- lenszerten beirt A, C, D, C, A, B, B, A tippiink
zasnak, de nem vontdk vissza. helyes?
d) A fentieket figyelembe véve (mas megkotés d) Egy kezdé vallakozé 13 kérdéses Totot ad ki,
nélkiil) hanyféle rendszam készithet6? amit azzal reklamoz, hogy mar 5 helyes va-
laszért is értékes jutalom (a szelvény aranak
3= Toto Otszorose) jar. Mutassuk meg, hogy ez a jaték
A Totoban 13 kérdésre és egy extra (+1 jeld) kér- igencsak veszteséges a vallalkozonak, hiszen
désre kell harom lehetséges valasz (1, 2 vagy X) ko- akar harom szelvény Kkitoltésével is biztos
ziil egyet megjel6lni. nyereményhez juthatunk!

HAZI FELADAT

1 s Egy hétjegyli telefonszamrol azt tudjuk, hogy
2-essel kezdédik, az utolsd két szamjegye 51, és
csak ez a harom szamjegy talalhaté meg benne.
Hany ilyen telefonszam létezik?

2 5 Nézz utana az interneten, hogy Magyarorszagon
milyen rendszamokat adhatnak ki a lakossagi sze-
mélygépjarmivekre! Szamold 6ssze, hogy hanyféle
lehetséges (harom bettib6l és harom szambdl allo)
variaciot jelent ez!

3 5 A kaliforniai rendszdmok 1990-t6l napjainkig egy
3 és 7 kozotti szamjeggyel kezdddnek, majd harom
betiibol, végiil pedig harom szamjegybdl allnak.
Haény ilyen rendszam létezhet? (A kezd6 szamjegy
lehet 3 is és 7 is. Az angol ABC 26 betiibol all. )

4 > Lehet-e minden embernek kiilonb6zé fogsora, ha
csak azt vessziik figyelembe, hogy a 32 (16 fels6
és 16 also) fogbdl melyik fog van meg és melyik
nincs? (Tételezziik fel, hogy minden embernek po-

tencialisan létezhet ez a 32 foga.)
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BEVEZETO

20

Akkor mondjuk, hogy megadtunk
egy halmazt, ha minden dologrdl,
személyrél, fogalomrdl pontosan
el lehet donteni, hogy a halmazhoz
tartozik-e vagy nem. A halmazhoz
tartozd, azaz a halmazban 1év6
dolgok a halmaz elemei.

Példdul

a természetes szdmok halmazt alkotnak,

osztdlyod tanuléi halmazt alkotnak,

a Naprendszer bolygoi halmazt alkotnak.

De: a szép 6szi napok nem alkotnak halmazt,

a nagy szdmok nem alkotnak halmazt (mert nem lehet egyértelmten eldénteni,
melyik 8szi nap szép vagy melyik szam nagy),

a MATEMATIKA sz6 betllinek a halmaza: {A; E; I; K; M; T}.

A 0 elem( halmazt iires halmaz-
nak nevezziik.

Példdul:
a 0-nal kisebb természetes szimok halmaza iires halmaz.

Egy halmazt véges halmaznak
mondunk, ha elemeinek sza-
ma megadhatd egy természetes
szammal.

Az tires halmaz is véges halmaz.

Példaul

egy téglalap csticsainak a halmaza véges

(4 elem(i) halmaz.

az tres halmaz elemszdma 0, az egyjegyl primszamok
elemszama pedig 4.

Ha egy halmaz nem véges, akkor
végtelen halmaznak nevezziik.

Példdul
egy korvonal pontjainak a halmaza végtelen halmaz.
Azt mondjuk, hogy a végtelen halmaz elemeinek szama végtelen.

Halmaz megadasa torténhet a hal-
maz elemeinek felsorolasaval (vé-
ges halmaz esetén). Megadhatjuk
szavakkal vagy jelekkel, hogy mi-
lyen tulajdonsagu elemek tartoz-
nak a halmazba. Szemléltehetjiik a
halmazt Venn-diagrammal.

Halmaz megadasa az elemek felsoroldsaval: {Aniko, Kriszti, Béla, Zsombor, Dori}.
Szemléltetés halmazabraval:

Péterék kerékparjainak a halmaza (4 elemt halmaz) Sanyiék kerékparjainak a halmaza (0 elemti halmaz)

Két halmazt egyenlének mon-
dunk, ha ugyanazok az elemeik.

Példdul
az egyjegyl primszamok halmaza egyenlé a {2; 3; 5; 7} halmazzal.
Ures halmazbdl egy van - bér sokféle médon megadhaté.

Ha egy halmaz mindegyik eleme
benne van egy masik halmazban,
akkor ezt a halmazt a mésik hal-
maz részhalmazanak nevezzik.
Az iires halmaz minden halmaz-
nak részhalmaza.

Példdul

a primszamok halmaza részhalmaza az egész szamok
halmazanak;

az osztalyod tanuldinak halmaza részhalmaza az

iskoldd tanuléibol all6 halmaznak.

Ha egy A halmaz részhalmaza egy
B halmaznak, de A # B, akkor
A-t a B valddi részhalmazanak
mondjuk.

Példdul

a primszamok halmaza valdédi részhalma-
za az egész szamok halmazanak;

a {2; 3; 5; 7} nem valddi részhalmaza az
egyjegyl primszamok halmazanak (egyen-
16 a két halmaz).

egész szamok

1,4,6,

|-& 910,12, .
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Jelolések:

x eleme a H halmaznak xeH
x nem eleme a H halmaznak x¢ H
tires halmaz @ vagy {}

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Olvassuk le az dbrardl, mely betiik az U halmaz ele-

mei, és mely bettik a V halmaz elemei!

Megoldas

a) Az Uelemei: a, b, c,d, e, g h;azaz U={a; b; ¢; d; e; g; h};
a Velemei: ¢, d, f; azaz V = {¢; d; f}.

b) Az Uelemei: h, k, m, n, y, z; azaz U = {h; k; m; n; y; z};
a Velemei: k, m, z; azaz V = {k; m; z}.

FELADAT

1 5 Legyen A = {m; a; t; e; k}.
Hény kételemi részhalmaza van ennek a halmaz-
nak?
Hany haromelemt részhalmaza van?
Milyen kapcsolatot fedezel fel a haromelemt és a
kételem részhalmazok kozott?

Melyik véges, melyik végtelen halmaz?
a) A tanteremben 1év6 vizmolekuldk halmaza.
b) Az egész szamok halmaza.

6. lecke | HALMAZOK

H halmaz elemszdma (szdmossaga)  |H|

H halmaz elemszdma végtelen |H| = o0
V részhalmaza U-nak VCu
V valddi részhalmaza U-nak VCU

A b) esetben a V mindegyik eleme benne van az U-ban is,
tehdt a V részhalmaza az U-nak: V < U.

Az U halmaznak azok az elemei, amelyek nincsenek benne
a V-ben: {h; n; y} halmaz.

2 . Soroljuk fel az {a; b; ¢; d} halmaz részhalmazait!

Megoldds
1 elem( részhalmazok: {a}, {b}, {c}, {d} (4 db).
2 elemi részhalmazok:

{a; b}, {a; ¢} {as d}, {b; ), {b; db, {e; d} - (6 db).
3 elemii részhalmazok:

{a; b; ¢}, {a; b; d}, {a; ¢; d},{b; c; d} (4 db).
4 elem részhalmaz: {a; b; ¢; d} (1 db).

Ez 15 részhalmaz. Rajtuk kiviil még az tires halmaz is rész-
halmaza az adott halmaznak, vagyis van még egy 0 elem
(1 db).

Tehat az {a; b; ¢; d} halmaznak 16 részhalmaza van.

részhalmaz is: { }

c) A Fold 8950 méternél magasabban fekvé hegy-
csucsainak halmaza.

d) A 100-zal oszthat6 pozitiv egész szamok hal-
maza.

e) A 0 és az 1 kozotti raciondlis szamok halmaza
(beleértve a 0-t és az 1-et is).

f) A Naprendszer 6sszes bolygéjanak halmaza.

£) Azoknak az embereknek a halmaza, akik a 2008.
évi pekingi olimpia 100 méteres férfi gyors-
uszas dontdjét televizion keresztiil, elejétdl a
végéig lattak.
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FELADAT

35

Szotyi kutyat sétaltatni kell. Ez a feladat Hajnira,
Bencére és apara var. Ha nagyon csunya az ido,
akkor persze Szotyi otthon marad. Van tgy, hogy
mindhdrman egyiitt sétalnak Szotyival, van, hogy
ketten, és van, hogy egyetlen sétaltatéja van csak.
Hanyféleképpen alakulhat a sétdltatok csapata?
Add meg az 6sszes lehet6séget!

Kiegészité halmaz

4 = Van-e olyan halmaz, és ha igen, hany elemi az
a halmaz, amelynek
a) 1;
b) 2;
c) 3;
d) 4
részhalmaza van?

Legyen A egy halmaz, és H ennek egy részhalmaza.

Azoknak az A-beli elemeknek a halmazat, amelyek
nem elemei a H-nak, a H halmaz A-ra vonatkoz¢ ki-
egészité vagy komplementer halmazanak nevezziik.

Példdul

az {1; 2; 4; 5; 7} halmaznak a {0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7} halmazra
vonatkozo kiegészité halmaza a {0; 3; 6} halmaz;

a pdros szamok halmazdnak az egész szamok halmazara
vonatkozo kiegészitd halmaza a pdratlan szamok halmaza.

Itt az A halmazt alaphalmaznak is mondjuk.

kiegészité halmaz

Alaphalmaz értelmezése nélkiil nincs értelme a komple-
menter halmaz képzésének!

Jelolés: A H halmaz komplementerét (mindig egy adott alaphalmazra nézve) igy jeloljitk: H .

HAZI FELADAT
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15

N
Y

Halmazt adunk-e meg a kovetkez6 meghataroza-
sokkal?

a) Az idei iskolai sziinnapok.

b) A mult év legszebb hénapja.

c) Az Arany csalad tagjainak sziiletésnapja.

d) Az idei holdtolték napja.

Egy gazdasag 128-féle terméke koziil 74-félét ki-
zarllag hazai fogyasztasra gyart. 32-féle terméket
szallitanak Horvatorszagba, 33-félét Szlovakiaba.
Mas orszagokkal nem allnak tizleti kapcsolatban.
Hényféle arut szallitanak Horvatorszagba is és
Szlovakiaba is?

3 5 Az egyjegyl primszamok is és az egyjegyu Ossze-
tett szimok is halmazt alkotnak. Sorold fel mindkét
halmaznak a 3 elemi és a 4 elem részhalmazait!

Rajzolj egy koordinata-rendszert!
a) Szinezd kékre azokat a pontokat, amelyek az
x tengelytdl 4 egység tavolsagra vannak!
b) Szinezd zoldre azokat a pontokat, amelyek az
y tengelytdl 4 egység tavolsagra vannak!
c) Szinezd pirosra azokat a pontokat, amelyek
mindkét tengelytél 4 egység tavolsagra vannak!
d) Melyik ponthalmaz véges és melyik végtelen?

KOMBINATORIKA, HALMAZOK




RAADAS
Allitsuk pérba a pozitiv egész szémok halmazanak az elemeit és a pozitiv paros szimok halmazénak az elemeit!

A pozitiv egész szamok: 1, 2, 3,4, 5 6 7, 8 9 10, 11, ..,

a pozitiv paros szamok: 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, ....

Az egymas alatti szamokbdl alkotjuk a parokat:

(1;2), (2;4), (3;6), (48), (510), (6;12), (7;14), (816), (9;18), (10;20), (11;22), ....

Erdekes: azt gondolnénk, hogy kétszer annyi pozitiv egész szdm van, mint ahany pozitiv pros szdm, a két halmaz elemei
mégis parba allithatok. Ilyesmi csak végtelen halmazoknal lehetséges, végeseknél nem.

Ekvivalens halmazok

Ha két halmaz elemei kozott 1étezik olyan parba allitds, melyben az egyik halmaz minden elemének pontosan egy parja
van a masik halmazbdl és viszont, akkor ezeket ekvivalens halmazoknak nevezziik.

Masként fogalmazva A és B halmaz ekvivalens, ha létezik olyan A = B hozzérendelés, amely kiilonb6z6 A-beli elemekhez
kiilonboz6 B-beli elemeket rendel, és amelyre minden B-beli b elemhez létezik A-beli a elem, hogy a képe b.

EMELT SZINT

FELADAT

1. A-valjeldljiik a kétjegyt pozitiv egész sziamok halma- 4 . Lehet-e egy korlemez és egy egyenes kézos pontjai-
zat, B-vel a 65-nél nagyobb egész szamok halmazat, nak a halmaza

C-vel a 150-nél kisebb pozitiv egész szamok halma-
zat. Hany olyan szdm van, amely

a) A-nakis, B-nek is és C-nek is eleme;

b) A, B, Ckoziil legalabb az egyikben benne van;

c) A-ban és C-ben benne van, de B-ben nincs . .
a) véges halmaz;

benne; b) végtelen halmaz?

d) A-ban benne van, de B-ben és C-ben nincs
benne? 5 . Lehet-e egy korvonal és egy egyenes kozds pontjai-
nak a halmaza
2 . Allitsd parba a pozitiv egész szamokat és a pozitiv
négyzetszamokat!

3. Helytallo-e az alabbi okoskodas?

A Kkilencjegyl szamokbdl pontosan annyi van, mint a) véges halmaz;

a tizjegytiekbdl. Allitsuk ugyanis parba ket a kvet- b) végtelen halmaz?

kezd médon:

100 000 000 ~ 1 000 000 000 6. Meglepd, de az is bizonyithatd, hogy az egész szamok
100 000 001 - 1 000 000 001 halmaza ekvivalens a pozitiv egész szamok halmaza-
100 000 002 - 1 000 000 002 val. Hogyan kellene ,,sorba rakni” az egész szamokat
és a pozitiv egész szamokat, hogy az allitas igazsaga
999 999 999 -9 999 999 999 lathatd legyen?
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BEVEZETO

Anna és Csilla Identikit téarsasjatékot jatszanak. A jaték 1é-
nyege, hogy a jatékosok a megadott 24 személy tulajdonsa-
gaira kérdeznek ra egymastol, igy probaljak egyre sztikiteni
a kort, és végiil kitalalni, hogy melyik személyre gondolt a
masik jatékos. Az nyer, akinek ez kevesebb kérdésbdl si-
kerdl.

Csilla mar jo sokat kérdezett, és igy csak hét személy ma-

radt, de most madr tiirelmetlen, és egyszerre két kérdést is

feltesz:

- Férfi? Fekete a haja?

— Igen, férfi, és igen, fekete a haja, de egyszerre csak egyet
szabad kérdezni!

Vajon kire gondolt Anna és vajon szamit-e, hogy melyik kér-
dést teszi fel Csilla el6szor?

Rendezziik csoportokba (halmazokba) a még széba johetd

személyeket:

Lathatéan mindegy, hogy el6szor a fekete hajuakat ,kari-
kazzuk be” és aztan a férfiakat, vagy forditva, az eredmény

mindenképpen ugyanaz. Egyetlen férfi van a fekete hajtiak
kozott: Janos, és egyetlen fekete haju van a férfiak kozott:
ugyancsak Janos. Ugy is mondhatjuk, hogy a fekete hajuak
és a férfiak halmazanak metszetében egyetlen elem talal-
hato.

Vajon ha a kitaldlandé személy férfi, de nem fekete a haja,
akkor is egyértelmii lenne-e, hogy kir6l van sz6?

Ebben az esetben a férfiak halmazdnak és a nem fekete ha-
juak halmazanak a metszetében mar harom elem all, ezért

nem tudjuk egyértelmiien eldonteni, hogy Anna kire gon-
dolt.

férfiak

< Daniel -
o o

Maria

fekete hajuak

FELADAT

1 = Kitalalhatd-e, hogy ki a keresett személy, ha azt tudjuk, hogy:

a) fekete haju, de nem férfi;

b) nem fekete hajd, és nem is férfi?

KOMBINATORIKA, HALMAZOK



Halmazmiiveletek

Két halmaz metszete (kozos része) azoknak az elemek-
nek a halmaza, amelyek mindkét halmazban elemei.

Az A és a B halmaz metszetének a jele: A N B.
ANB=BNA AnO=0

Példdul
haA =1{1;3;5;7;9} és B = {1;2; 3; 4},
akkor A N B = {1; 3} (szinezett rész).

[B]

Két halmaz unidja (egyesitése) azoknak az elemeknek a
halmaza, amelyek legalabb az egyik halmaznak elemei.
Az A és a B halmaz uni6janak a jele: A U B.
AUB=BUA AUuD=A

Példaul
ha A ={1;3;5;7;9} és B = {1; 2; 3; 4},
akkor A U B = {1; 2; 3; 4; 5; 7; 9} (szinezett rész).

3]

Az A és a B halmaz kiilonbséghalmazanak nevezziik
azoknak a dolgoknak a halmazat, amelyek az A-nak ele-
mei, de a B-nek nem elemei.

Az A és a B kiillonbséghalmazanak a jele: A \ B.
A\B#B\A, A\O=A, O\A=0

Példaul

ha A =1{1;3;5;7;9} és B = {1; 2; 3; 4},
akkor A \ B = {5; 7; 9} (szinezett rész) és
B\ A = {2;4}.

3]

Ha két halmaznak nincs k6z9s eleme — vagyis a metszetiik iires halmaz — akkor azt mondjuk, hogy diszjunkt halmazok.

FELADAT

2 = Hajni szoknyat vasarol. A kedvenc boltjaban nagy
a valaszték. Tetszik neki a zold szin, ilyen szoknya-
bdl az 6 méretében 20 darab is van az iizletben. Sze-
retné, ha kedvére valo rovid szoknyat talalna. Rovid
szoknyabol 34 darab johet szamitasba, amik kozott
8 z6ld szoknya van, és ezek tetszenek is Hajninak.
a) Szemléltesd halmazabraval a Hajninak megfe-

lel6 szoknyavalasztékot!
b) Hany szoknya koziil valaszthat Hajni, ha csak azok
a szoknyak érdeklik, amelyek zoldek vagy rovidek?
c) Hajni végiil egy hosszt zold szoknyat vett meg.
Hany hosszu szoknya koziil valasztotta ki a neki
megfelel6t?

3 = Egy osztalyban 31 tanulé van. Koézottiik 9 széke és
13 kék szemd, a kék szemtiek kozott 9 szoke.
Legyen az osztaly tanuléinak halmaza U, az osz-
taly széke tanuldinak halmaza S, a kék szemteké
pedig K.

a) Készits halmazéabrat az U, S, K halmazokrol!

b) Hany elemtek a kovetkez6 halmazok?
SUK; KnS§ K\S§ S\K;
UnK U\S K\U.

c¢) Fogalmazd meg, kik tartoznak a K’ halmaz U hal-
mazra vonatkoz6 komplementer halmazaba!

7. lecke | HALMAZOK UNIOJA, METSZETE, KULONBSEGE
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4 5 Anna néni szinhdzba hivta két unokdjat, Sarit és Hanyan mentek szinhazba, ha a meghivottak
Dorit a baratnoikkel egytitt. Sari 2 baratngjét, Dori mindannyian elfogadtdk a meghivast?
pedig 3 baratnéjét hivta meg.

N a természetes szamok halmaza (0 és a pozitiv egész szamok),
Z az egész szamok halmaza,

Q a raciondlis szamok halmaza (amelyek felirhatok két egész szam
hanyadosaként),

Q* az irraciondlis szamok halmaza (amelyek nem irhatdk fel két egész szam hanyadosaként),
R a valdés szamok halmaza.

Ezek mind végtelen halmazok. A halmazabra mutatja, hogy melyik szimhalmaz melyiknek részhalmaza.

FELADAT

5 5 Melyik halmaz véges, melyik végtelen? Amelyik b) a raciondlis szamok halmazanak a valds sza-
véges, annak hdny eleme van? mok halmazdra vonatkozo kiegészité (komple-
Z\N; N\Z;, N\Q; Z\Q*. menter) halmazat;

c) azirraciondlis szimok halmazanak a valds sza-

6 = Mely szamok alkotjak mok halmazara vonatkozé komplementer hal-
a) atermészetes szamok halmazanak az egész sza- mazat;

mok halmazara vonatkozd kiegészité (komp- d) avalds szamok halmazanak a valds szamok hal-
lementer) halmazat; mazara vonatkoz6 komplementer halmazat?
1s A={akdc}, B=1{rak d;s} a) AUBcA c) AUBcB
a) Add meg elemeik felsoroldsaval a kovetkezd b) AnBcCB d AnBcA
halmazokat!

5. Milyen legyen a kakad? Az étterem reggeliz6-
ANB;, B\A; A\B; AUB; 4: i e =

(AUB)\(ANnB); (AN B)\ (AU B).
b) Add meg a B\ A halmaznak a B halmazra vo-
natkozo kiegészité (komplementer) halmazat!

asztalara sokféle ki van készitve. Van forr6 és lan-
gyos, van cukorral és cukor nélkiil is. Ird le hal-
mazmtiveletekkel az egyes ohajoknak megfeleld
kakaok halmazat! Legyen az Osszes kikészitett ka-

2 5. a) Rajzold meg egy derékszogli koordinata-rend- ka6 halmaza T, a forr6 kakadok halmaza F, a cukor-
szerben az ABC és DEF haromszogeket, ha ral édesitetteke pedig C.
A(0; 0), B(5;0), C(2;4), D(2;6); E(-3;2) és a) Cukorral, de ne legyen meleg!
F(2;2)! b) Ne legyen benne cukor!

b) Szinezd a két haromszoglap unidjat és metsze- ¢) Nekem mindegy, csak gyorsan megkapjam!

5 é Srem!
tét, add meg e két ponthalmaz hatarol6 sokszo- ) Fods e apionl ke

5 !
gének csucsait a koordinataikkal! =) Coisiamome e
f) Kinem allhatom a langyos kakadt!

3 = Igaz vagy hamis minden A és B halmaz esetén? Va- g) Forrén és kesertin kérem!

laszodat szemléltesd halmazabraval! h) A kakaé cukor nélkiil és langyosan a legjobb!
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L
EMELT SZINT

FELADAT

1 s Mutassuk meg, hogy egy n elemi halmaznak pontosan annyi k elem részhalmaza van, mint amennyi (n — k) elemd!
(k = mn)

2 5 Adott az {g; b; ¢; d; e} halmaz. Hany 0 elemd, 1 elem, 2 elem, 3 elemd, 4 elemd, illetve 5 elemti részhalmaza van? Ez

hény részhalmaz 6sszesen?

3 x Oldjuk meg a 2. feladatot mas elemszamu halmazokra is! Mit vesziink észre? Probald meg igazolni is a sejtésedet!

Meglepden hangzik, de megmutathatd, hogy a racionalis szamok is éppen ugyanannyian vannak, mint a pozitiv egész
szamok. Ehhez egy olyan parositast kell létrehoznunk, amely minden pozitiv egész szamhoz egyértelmtien parosit egy
racionalis szamot. Az egyszeriiség kedvéért csak a pozitiv racionalis szamokrdl fogjuk megmutatni, hogy parosithatok, de

a modszer kiterjesztheté minden raciondlis szamra.
Tétel: A pozitiv racionalis szamok halmaza kolcsondsen egyértelmt moédon hozzarendelhet6 a pozitiv egészek halmazahoz.

Bizonyitas: [rjuk fel a pozitiv racionélis szimokat az aldbbi médon, egy ,végte-

1
2

1
1
2

1
3| 2
1 2
4

1
s | 8
1 2

len nagy” tablazatban:

Ahogy lathato, az Osszeirdst Ggy csinaltuk, hogy az oszlopokban a nevezét, a so-
rokban pedig a szamlalét noveltiik egyesével. Igy a végtelen nagy téblazatunk
minden racionalis szamot tartalmaz, de mindegyiket t6bbszor is, hiszen az 6sszes
bévitett alak szerepelni fog a tablazatban. Ennek kikiiszobolésére az egyszersit-
het6 torteket egyszertien kihuztuk a tablazatbol. (Ezt lathatjuk pirossal az abran.)
Ezutan minden megmaradt cellanak sorszamot adunk ugy, hogy a bal fels cel-
labdl indulva, atlésan indulunk el az 6sszeszamlaldsban, vagyis kék nyilakkal

~ o >< ~ s >¢< -
>‘<m|» Glw G =

jelzett iranyba. Igy minden cellanak garantéltan lesz egy egyértelmi sorszama
(az tires cellakat természetesen kihagyjuk a szamozasbdl) és minden sorszam-
hoz egyértelmtien tartozik majd egy cella. A sorszamok éppen a pozitiv termé-
szetes szamok, a celldk az Osszes raciondlis szamot tartalmazzak (ezuttal mér
csak egyszer), igy elkészitettiik a parositast a két szamhalmaz kozott.

Definicio: Az mondjuk, hogy egy végtelen halmaz szamossaga megszamlal-
hat6an végtelen, ha létezik kolcsonosen egyértelmli hozzarendelés a halmaz és

pozitiv egész szamok halmaza kozott.

A megszamlalhatosag a fenti bizonyitasban is szereplé sorszamozhatdsagra
utal. A természetes szamok, az egész szamok, a racionalis sziamok halmaza meg-
szamlalhat6, de megszamlalhaté a koordinata-rendszer racspontjainak szama,

><U1|4> Gijw Gl S

vagy megszamlalhatéan végtelen egyenes Gsszes metszéspontjainak szama is.
Vannak nem megszamlalhatd végtelen halmazok is. Ilyen a sik dsszes pontjai-
nak halmaza, de a valds szamok halmaza is. Ilyen értelemben tehat meglepd, de
azt szoktuk mondani, hogy a racionalis szamok ,,ugyanannyian vannak’, mint az egész szamok, de a val6s szamok ,,tobben
vannak” naluk.

A fenti bizonyitast, valamint az irraciondlis szamok megszamlalhatatlansdgara vonatkozé bizonyitast Georg Cantor (1845-
1918 ; ejtsd: georg kantor) német matematikus nevéhez kapcsolhatjuk. Cantor volt a modern halmazelmélet egyik megala-

pitoja és kidolgozdja.
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KIDOLGOZOTT FELADAT

28

1.

Egy barati tarsasagban kilencen szeretik a Star Warst,
heten a Marvel-filmeket és heten a Disney-rajzfilme-
ket. A Star Warst és a Marvel-filmeket 5-en, a Disney-
rajzfilmeket és a Marvel-filmeket 2-en, a Star Warst
és a Disney-rajzfilmeket pedig négyen szeretik. Ket-
ten vannak, akik mindegyiket szeretik és egy valaki
van, aki egyiket sem.

Rajzoljunk Venn-diagramot a tarsasagrol és adjuk
meg, hanyan vannak Osszesen a barati tarsasagban!

Megoldds

Legyen az alaphalmazunk a barati tarsasag, ezen be-
lil pedig harom halmazunk a Star Wars-t, a Marvel-
filmeket és a Disney-rajzfilmeket szereték halmaza.
Ezeket a halmazokat jelolje S, M és D. Mivel van ko-
z0s része ezen halmazoknak, ezért célszerd az dbrat
igy elkésziteni:

Ahelyett, hogy az egyes elemeket irjuk be a halma-
zokba, irjuk be az egyes diszjunkt (egymassal nem
fedésben 1év6) halmazrészekbe (ezeket szokas elemi
celldknak is nevezni) azt, hogy hany elemet tartal-
maznak!

Célszerli a kozos résszel kezdeni, a feladat szovege
alapjan ez 2 elemet tartalmaz. A harom halmazon
kiviil es6 részben (a harom halmaz unidjanak komp-
lementer részében) 1 elem van. (Aki egyik filmet sem
szereti.)

Az S M szdmossaga 5, de ebbél 2 elem a harom
halmaz k6zos metszetében talalhatd, a hidnyzé 3-at
kell tehat az S m M masik felében elhelyezni.

Az M N D halmaz szamossaga 2, mivel a k6zos met-
szet is tartalmazott 2 elemet, ezért a metszet hianyzo
részében mar nem talalhaté elem.

Az SN D halmaz szamossaga 4, a kozos metszet
2 elemet tartalmazott, tehidt az S D hidnyzé fele
tartalmazza a maradék 2 elemet.

Az S halmaz szdmossaga 9, ebb6l a megfeleld helye-
ken mar megtalalhatdé 3 + 2 + 2 = 7 elem, tehat a hi-
anyzo részbe keriil a maradék 2 elem.

Az M halmaz szamossaga 7, ebb6l mar 3 + 2 = 5 ele-
met elhelyeztiink, tehat a hianyz6 részbe keriil a ma-
radék 2 elem.

KOMBINATORIKA, HALMAZOK



A D halmaz szdmossaga 7, ebb6l 2 + 2 = 4 elemet el-
helyeztiink, tehat a hidnyzd részbe keriil a maradék
3 elem.

Igy tehdt dsszeszamolhatjuk, hogy dsszesen 15 6 tar-
tozik a barati tarsasagba.

Adjuk meg halmazjeloléssel az el6z6 feladatbdl azt
a halmazt, amely a csak a Star Wars-filmeket szere-
toket tartalmazza!

Megoldads:
Az § halmazbdl ki kell vonnunk azokat, akik az
M vagy a D halmazban is benne vannak. Ezt megte-

FELADAT

1 s A feladatok az 1. kidolgozott feladat tarsasagira

vonatkoznak:

a) Adjuk meg halmazmiiveletek segitségével azok
halmazat, akik csak a Star Wars- vagy Marvel-
filmeket szeretik, a Disney-rajzfilmeket nem!

b) Adjuk meg a halmazmiveletek segitségével
azok halmazat, akik legalabb két filmtipust sze-
retnek a harombol!

D 5. (érettségi feladat, 2008)

Anett és Berta egy irott szoveget figyelmesen at-
olvasott. Anett 24 hibdt taldlt benne, Berta 30-at.
Ezek kozott 12 hiba volt csak, amit mindketten
észrevettek.

Hany hibat talalt Anett és Berta 9sszesen? Készit-
sen halmazabrat a feladatrdl!

A matekcsoportba 17-en jarnak. Kozilik 7-en
szeretik az AC /DC (A) egyiittest, 8-an a Black
Sabbath-ot (B), 6-an pedig Miley Cyrust (C). 4 didk
kedveli az A-t és B-t is, két tanuld B-t és C-t, 3 pe-
dig A-t és C-t. Egyetlen diak van, aki mindharmat

Y

kedveli. Hianyan vannak a csoportban, akik egyi-
ket sem szeretik?

Abrazold Venn-diagramon a kovetkez8 halmazo-
kat!

a) Au(BN Q)

b) AUB)NC

Y
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hetjiik ugy is, hogy az S halmazbdl a M és D halmaz
unidjét vonjuk ki. Igy tehdt az S\ (M U D) halmaz-

muveletet kaptuk.

Megjegyzés: Ugyanezt kapjuk akkor is, ha csak a met-
szeteket vonjuk ki az S halmazbol:
S\(MN S u(DnY3)).

Eszerint a két halmazmivelet, bar formailag mas-
képp néz ki, egymassal egyenld.

Ugyanezt a halmazt igy is fel lehet irni: S ™ (M UD).

c) AUB N (AU Q)

d) (AUB)\ (AU Q)

e) AnB)\(An C)

f) Vannak-e az abrazolt halmazok kozott azono-
sak?

Add meg minél egyszertbb halmazjelolésekkel az
alabbi Venn-diagramon sététebb szinnel jel6lt hal-
mazokat!
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A szitaformula

Két véges halmaz unidjanak elemszamat megkapjuk, ha a halmazok szdmossagat dssze- B]

adjuk, és kivonjuk ebbdl a metszetiik szamossagat, hiszen a metszetben 1év6 elemeket az

Osszeadds soran kétszer is szamoltuk.

|AUB|=|A|+|B|—|AN B

Harom véges halmaz unidja elemszamdnak vizsgélatakor még koriiltekintébben kell el-

jarnunk.

- Osszeadjuk a harom halmaz szdmossagat;

- majd kivonjuk ebbdl a kettds metszetek szamossagat, hiszen az azokban szerepl6 ele-

meket kétszer szamoltuk az el6z8 6sszeadasnal;

- végil hozzdadjuk a harmas metszet szamossagat, hiszen az abban szereplé elemek
szamat haromszor szamoltuk els6 1épésben, majd haromszor kivontuk a masodikban

[AUBUC|=|A|+|B|+|C|=|AnB|=|AnC|—=|BNnC|+|AUBUC|

Ezeket az Osszefliggéseket egyiittesen szitaformulanak nevezziik.

FELADAT

6>

(érettségi feladat, 2013)

Eva 150 didkot kérdezett meg otthonuk felszereltsé-
gérol. Felmérésébdl kiderdlt, hogy a megkérdezettek
kozil kétszer annyian rendelkeznek mikrohulldmu
stitével, mint mosogatégéppel. Azt is megtudta,
hogy 63-an mindkét géppel, 9-en egyik géppel sem
rendelkeznek. A megkérdezettek hany szazalékanak
nincs otthon mikrohulldma stit6je?

(érettségi feladat, 2015)
Nori, Judit és Gergd egy 58 kérdésbél allo biold-

HAZI FELADAT

1 5 Add meg minél egyszertibb halmazjelolésekkel az alabbi Venn-diagramon zold szinnel jelolt halmazokat!

2 5 Abrézold Venn-diagramon a kévetkez8 halmazokat!
c) AnB)UANO)

30

giateszttel mérik fel tudasukat az érettségi el6tt. A
kitoltés utan, a helyes valaszokat megnézve az de-
rilt ki, hogy Nori 32, Judit 38 kérdést valaszolt meg
helyesen, és 21 olyan kérdés volt, amelyre mind-
ketten jo valaszt adtak. Megéllapitottak azt is, hogy
11 kérdésre mindharman helyesen valaszoltak, és
Gerg6 helyesen megoldott feladatai kozil 17-et
Noéri is, 19-et Judit is jol oldott meg. Volt viszont 4
olyan kérdés, amelyet egyikiik sem tudott jol meg-
valaszolni. Hany olyan kérdés volt, amelyre Gergd
helyesen valaszolt?

a) An(Bu Q) b) AnB)uUC

KOMBINATORIKA, HALMAZOK



3 s Egy kisérleti tirallomdson zsirafokat génmodo-

sitanak. A zsirafok koziil 10-en hegediilnek, 7-en
roplabdaznak és 9-en beszélnek angolul. 3-an van-
nak, akik angolul is tudnak és a roplabdazashoz
is értenek, 5 hegediis beszél angolul és 4 hegedis
roplabdazik. A telep sztarja Bob, a hegediimtivész
roplabdabajnok nyelvzseni (zsiraf), aki egyediilallo
moédon mindharom teriileten jol teljesit. A telep
fekete baranya (zsirafja) Willy, aki meglepé mo-

don se hegediilni, se roplabddzni, se angolul nem
tud, a tuddsok legnagyobb dobbenetére 6 egész
nap csak kérddzik. Hany zsirafot kell kiszabadita-
nia annak a hajoszakacsokbdl all6 titkos kilonit-
ménynek, amelynek célja az Grallomas teljes zsiraf-
allomanyanak megmenekitése és visszaszallitasa
eredeti helyiikre, a szerz6 kodos, elborult képzelet-
vilagaba? (Leszamitva Willyt, persze, akit Afrikdba

vinnének vissza.)

RAADAS

1.

(2014. évi érettségi nyomdn) Egy érettségi el6tt allo 32 f6s osztaly a ballagasra késziil. A ballagasi meghivd szinér6l egy
szavazason dontdttek, amelyen minden tanuld részt vett. A szavazélapon hdrom szin (sdrga, fehér, bordd) szerepelt,
ezek koziil mindenki egyet vagy kett6t jelolhetett meg. A két szint valasztok kozil a sargat és a fehéret 4-en, a fehéret
és a borddt 3-an valasztottak. A sargat és a borddt egytitt senki nem jelolte meg. A szavazatok dsszeszdmolasa utan
kideriilt, hogy mindegyik szin ugyanannyi szavazatot kapott. Hany olyan didk volt, aki csak a sarga, csak a fehér, illetve
csak a bord¢ szint jelolte meg a szavazolapon?

Legyen H az alaphalmazunk, amelynek részei A és B. Abrazold Venn-diagramon a kdvetkezé halmazokat!
a) AUB b) AUB c) AnB d) AnB
e) Melyek egyenldk a fenti négy halmazbdl?

A tapasztalt azonossagokat de Morgan-azonossagoknak nevezziik, a neviiket Augustus de Morgan angol matemati-
kusrol kaptdk (noha mar William Ockham is feljegyezte azokat Summa Logicae cim(i miivében).

(kompetenciamérés nyoman, 2013)
A zeneszerzéknek figyelembe kell venniiik, hogy minden hangszernek mas a hangterjedelme, azaz mas hangokat ké-
pes megszolaltatni. Az dbra azt mutatja, hogy hat kiilonb6z6 hangszer milyen hangterjedelemmel rendelkezik. A han-
gokat a zongorabillentytik jel6lik.

Harfa

Trombita

Harsona

Hegedu

Nagyb&ég6 Fuvola
l 1

a) Dontsd el, melyik igaz, melyik hamis a kovetkez6 allitasok kozil!

A Van olyan hang, amelyet mind a hat hangszer meg tud szdélaltatni.

B Minden, harsona keltette hangot le tud jatszani a trombita vagy a nagyb6goé.

C Egy fuvola keltette hangot harfan és hegediin is le tudunk jatszani.

D Minden, hegedtivel megszolaltatott hang vagy fuvolan, vagy harsondn, vagy mindkettén lejatszhato.
b) Melyik két hangszer hangterjedelme két diszjunkt halmaz?

¢) Melyik halmaz szamossaga nagyobb:

a trombita hangjai halmazanak és a harsona a heged( hangjai halmazanak és a trombita

vagy

hangjai halmazanak metszete hangjai halmazanak kiilonbsége?
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BEVEZETO

A szamegyenes

Mindegyik valés szimnak megvan a helye a szamegyenesen, és a szdmegyenes minden pontjanak megfelel egy valos szdm.

t t t t t t t t t >
-3 -2 -1 0 1 2 35 2 4 5
5

2
Példaul a 35 helyét igy kapjuk meg: a 3 és a 4 kozotti szakaszt 5 egyenld részre bontjuk, és a 3-at jelolé ponttdl szamitva a

masodik osztopontot valasztjuk.

Szamok abszolut értéke

a,haa>0

-a,haa<0

Minden pozitiv szam abszolut értéke 6nmaga,
a 0 abszolut értéke 6nmaga, lal =

minden negativ szam abszolut értéke a szam ellentettje.

Két szam kiilonbségének abszolut értéke a két szam tdvolsdgit is jelenti a szimegyenesen. Példaul |3 — 5| = 2, ez éppen
a 3 ésaz 5 tdvolsiga. |3 — (=5)| = |3 + 5| = 8, ez pedig 3 és —5 tavolsiga.

FELADAT

1 = Hany olyan egész szam van, amelynek az abszolut 2 5 Melyik egész szamot jelolheti a ¢ bett, ha
értéke a) |[c—5|=0;
a) 12; ¢) nagyobb, mint 12; b) [c—5|=-2;
b) kisebb, mint 12; d) egyjegyt primszam? c) |[c—5|=2?

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Jeloljiik meg a szamegyeneseken azokat a szamokat, amelyek abszolut értéke
a) 3; b) kisebb 3-ndl; c) nem nagyobb 2-nél; d) nagyobb 2-nél; e) 2 és 3 kozotti szam!
Megoldds

a) ° : : : : : - — Megoldas: {-3; 3}.
_3 -2 -1 0 1 2 3
b) O | | | | : o—>» Megoldas: a |-3; 3[ nyilt intervallum.
-3 -2 -1 0 1 2 3
<) . © t t t —— Megoldas: [-2; 2] zart intervallum.
_3 -2 -1 0 1 2 3
O : O > Megoldés: R\ [-2; 2].
) -3 -2 -1 0 1 2 3 egoldds: R\ [ )
e) o O t O o > Megoldas: a ]-3; -2[ és a ]2; 3[ intervallumok unidja.
-3 -2 -1 0 1 2 3

KOMBINATORIKA, HALMAZOK



Intervallumok

Példdul:
Az alabbi abran a [-3; 0] zart intervallumot és az [1; 4[ balrdl zart, jobbrol nyilt intervallumot szemléltettiik.

[a; b[-vel jelolt balrél zart, jobbrol nyilt intervallumot kapjuk.

Ha a < b, akkor a kozottiik 1évé szamok halmazét a, b nyilt intervallumnak nevezziik. Jele: ]a; bl.
Ha ehhez az a-t és a b-t is hozzavessziik, akkor ezt a halmazt a, b zart intervallumnak nevezziik. Jele: [a; b].
Ha az [a; b]-bdl elhagyjuk az a-t, illetve a b-t, akkor az ]a; b] -vel jelolt balrdl nyilt, jobbrdl zart intervallumot, illetve az

Példdul:
a szamegyenesen megjelolt szamhalmazt tobbféle modon leirhatjuk. Megadunk két leirast:

3

Az intervallumok szdmhalmazok, ezért uniojuk, metszetiik, kiilonbségiik értelmezhet6.

Y

-1

[2; 7]\ {5} = [2; 5[ W ]5; 7]

FELADAT

3 = Jelold meg egy szamegyenesen azokat a valds szamokat, amelyeknek az abszolut értéke
a) 2 és 5 kozotti szam;

b) kisebb, mint 4;

¢) nagyobb, mint 12!

Melyik halmaz véges és melyik végtelen?

Melyik halmazt tudod felirni intervallum alakjaban?

Abrazold szémegyenesen, s ird fel intervallum alakban az 6sszes olyan x valés szdm halmazat, amelyekre igaz, hogy
a) -1 <x<3

b) _§< & ==l
35775

Add meg intervallumokkal a szimegyenesen megjelolt halmazt! Keress tobbféle leirast!

a)

b)

c)

d)

9. lecke | INTERVALLUMOK
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KIDOLGOZOTT FELADAT

2 . A cukorkaszacskon ez all: tomege 100 g +2 g. Ha
a zacskd tomege x gramm, akkor az alabbi kijelen-
tések kozil melyik fejezi ki matematikai forméaban
ugyanezt az informaciot?
a) 98 < x < 102
b) x > 98

c) |x| <102
d) |x-100| <2

Megoldds

A cukorkaszacsko felirata azt fejezi ki, hogy a cukorka t6-
mege legaldbb 98 gramm, de legfeljebb 102 gramm. Mas
szavakkal kifejezve: a zacskoé tomegének a 100 grammtdl valo
eltérése legfeljebb 2 gramm lehet.

Az a) kijelentés és a d) kijelentés is pontosan ezt jelenti, a b)
és a c) kijelentés nem.

A b) kijelentés ugyanis azt mondja, hogy a cukorka to-
mege legalabb 98 gramm, azaz akar 260 gramm is lehet-
ne; a c) kijelentés pedig azt allitja, hogy a cukorka to-

FELADAT

mege -102 gramm és 102 gramm ko6zott van, tehat akar
0 gramm is lehetne.

3. Oldjukmegaz |x — 3| < 5 egyenlStlenséget az egész
szamok halmazan!

Megoldds

Hasznaljuk az abszolut érték tavolsagokra vonatkozo de-
finicidjat! Az |x — 3| kifejezést gy is kiolvashatjuk, hogy
»X tavolsaga a 3-t6l”. Az egyenl6tlenségiink tehat igy hang-
zik: ,,x tavolsaga 3-tdl kisebb, mint 5”. Vagyis a szdmegye-
nes 3 pontjatdl 5 egységnél kozelebb 1évé egész pontjai
lesznek a megoldasok.

A megoldashalmazunk tehat: {—1; 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7}.

(A —2 és a 8 éppen 5 tavolsagra vannak 3-t6l, ezek tehat
nem lesznek megoldasok.)

6 = Az osztaly mind a 30 tanul6ja mérdszalaggal megmérte a tanterem szélességét. A legkisebb mérési eredmény

523 cm, a legnagyobb 531 cm volt. Ha a tanterem valddi szélessége s cm (és ez a két fenti mérési eredmény kozé

esik), akkor hogyan lehetne matematikai formaba Onteni a tanulok mérésének eredményét egyenldtlenség, illetve

abszolut érték segitségével?

HAZI FELADAT

1 = Melyik kijelentés igaz és melyik hamis?

a) Minden természetes szam egész szam.

b) A nulla természetes szam.

c) A -6,4 racionalis szam.

d) Van olyan irracionalis szam, amelyik felirhato
két egész szam hanyadosaként is.

e) Minden egész szam felirhato két egész szam ha-
nyadosaként is.

2 5 Csapszegeket csomagolnak dobozokba, és ezt irjak
a dobozra: 4tméré 2,5 mm + 0,03 mm. Ird fel ennek
a kijelentésnek a matematikai megfelel6jét egyen-
16tlenségek, illetve az abszolut érték hasznalataval!
A csapszeg atmérdjét jelold d-vel!

35 Add meg a szamegyenesen megjel6lt halmazt in-
tervallumokkal!

a)
- €—! t t -3 - - >
-3 -23 -1 0 2 2 3
b)
—-© } } L } t >
-4 -3 —2 -1 0 1 2
c)
@ } } } *—>
-3 —2 —1 0 1 2 3

4 s Kosd 6ssze azokat, amelyek ugyanazt fejezik ki!

Melyik a kakukktojas?

-7<x<7 lx-7| <7
5<x<9 k-2l <7
0<x<14

7<x<14 €7

20 < x <34 |x-27| <7

KOMBINATORIKA, HALMAZOK



5 s a) Hény megolddsa van az |x - 3| = 2 egyenlet-

nek a természetes szamok halmazan, az egész
szamok halmazdn, illetve a raciondlis szamok
halmazén?

RAADAS

1.

(Kompetenciamérés alapjan, 2013)

b) Hany megolddsa van az |x - 3| < 2 egyenl6t-
lenségnek a természetes szamok halmazan, az
egész szamok halmazan, illetve a racionalis sza-
mok halmazan?

Egy osztaly tanuloi kozott uszoversenyt rendeztek. A versenyen hdrom csapat indult valtdban, a csapatok 4 f6bél all-

tak. Minden csapatbdl akkor indulhatott a kovetkezd versenyz6, ha a csapattdrsa beért a célba. Az alabbi tablazat azt

mutatja, melyik versenyzé mennyi id6 alatt tszta le a tévot.

A csapat
1. versenyzo 1 perc 54 masodperc
2. versenyzd 59 masodperc
3. versenyzo 1 perc 2 masodperc

4. versenyzd 1 perc 5 masodperc

1 perc 30 masodperc
1 perc 5 masodperc
1 perc 18 masodperc
45 masodperc

B csapat C csapat

1 perc 10 masodperc
1 perc 8 masodperc
1 perc 5 masodperc

55 méasodperc

a) Amikor a B csapat 4. versenyzdje kezdett tiszni, az A csapatbdl hanyadik versenyzé uszott?

b) A C csapat 4. versenyzdje melyik mésik versenyzokkel uszott egyidében? Mennyi ideig uszott parhuzamosan ezek-

kel a versenyz6kkel?

c) Abrizold 3 szdmegyenesen a 3 csapat Uszésat intervallumokkal!

(Kompetenciamérés, 2018)

Egy rovidfilmfesztivalon két teremben zajlanak a vetité-
sek. A filmeket egymds utan, sziinet nélkil adjék. A fil-
mek sorrendjét és hosszat az alabbi tablazat mutatja.

Kezdés Nagyterem Kisterem
17:00 1. Az éjszaka 1. Kosar a vonaton
(15 perc) (27 perc)
2. Kitorés 2. A z61d kanapé
(28 perc) (12 perc)
3. Az elefant 3. Miért 6k?
(19 perc) (22 perc)
4. Potpourri 4. Sanyi nyakkenddje
(16 perc) (5 perc)
5. Kopogo cipék
(14 perc)

a) Meg tudja-e nézni Mark a kovetkez6 két filmet az
elejétdl a végéig:
o Kitorés és Miért 6k? cimi filmek
o Az elefdnt és Sanyi nyakkenddje cimi filmek
o Miért 6k? és a Potpourri cimu filmek?

b) Abrazold szdmegyenesen intervallumokkal az a)-
beli film parositasok vetitésének idejét!

9. lecke | INTERVALLUMOK

3.

(Kompetenciamérés alapjan, 2015)

Virag ur egy nemzetkozi cégnél dolgozik Budapes-

ten, amelynek Abu-Dzabiban és Buenos Airesben is

vannak partnerei. Konferenciabeszélgetésen tudnak

targyalasokat folytatni, amikor mindharom fél egy-

szerre van telefonos kapcsolatban.

A kovetkezé dbra azt mutatja, hdny 6ra van az egyes

varosokban, mikor Budapesten 16.35 van.

Buenos Aires Budapest Abu-Dzabi
12:35 16:35 19:35

Budapesti id6 szerint mikor tudnak megtartani egy

1 6ras konferenciabeszélgetést ugy, hogy az mindha-

rom varosban helyi id6 szerint 10 és 18 dra kozott

legyen?

Vegyél fel egyszamegyenest! Mutassa ez a budapesti

helyi id6t! Jelold a szamegyenesen, hogy a masik két

varosban mikor jarunk 10 és 18 ora kozott!

Szemléltesd szamegyenesen a kovetkezd egyenl6t-
lenségek megoldasainak halmazat, ha az alaphalmaz
a valos szamok halmaza! Ird fel a megolddshalmazt
intervallumok segitségével!

a) |x| <2 b) |x-3] <2 c) |x+3]<2
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BEVEZETO

Az egyik egyetemen a tanulmanyi 6sztondij mértéke ha-
romféle lehet: havi 40 000 Ft, havi 25 000 Ft vagy 10 000 Ft.
A 4,5-es atlag felett teljesité didkok kapjak a legmagasabb
Osszeget. Akik nem érik el a 3,5-es atlagot, nem kapnak ta-
nulmanyi 6sztondijat. Azok kapnak 25 000 Ft-ot havonta,
akiknek az atlaga legalabb 4,0, és legfeljebb 4,5. Akik elérik
a 3,5-et, de a 4,0-t nem, 6k 10 000 Ft-os 6sztondijat kapnak.
Tablazatban:

Atlag Osztondij
3,5 alatt 0 Ft
3,5-3,99 10 000 Ft
4,0-4,5 25000 Ft
4,5 felett 40 000 Ft

FELADAT

36

1 5 Adottaz A halmaz: A = {0; 1; 20; 21; 30; 31; 50; 51;
52; 1000; 1001; 1002}
Sorold az A halmaz elemeit 4 osztalyba! Keress
tobb megoldast!

2 5 Egy tabor zarasakor internetes kérddivet toltottek ki
a résztvevok. 10-es skalan kellett értékelniiik a szal-

10 + ° °

étkezésre adott pont

\ 4

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
szallasra adott pont

Egy ilyen elosztas soran a didkokat j6l meghatarozott cso-

portokba, osztalyokba soroljak. Halmazok nyelvén azt
mondjuk, hogy a didkok halmazat diszjunkt, azaz kozos
elem nélkiili részhalmazokra osztjak: minden elem bele-
tartozik egy részhalmazba, és semelyik két részhalmaznak

nincs kozos eleme.

last és az étkezést. A vélaszok alapjan a szamitogép
egy diagramot készitett. Minden gyerekhez tartozik
egy pont, melynek els6 koordinatdja a szallasra, ma-
sodik koordinatdja az ellatasra adott értékelés.

A szervezOk szeretnék az értékeléseket valamilyen
modon osztalyokba sorolni. Ehhez kiilonb6z6
mddszereket dolgoznak ki. Allapitsd meg, hogy
melyik osztalyba melyik elemek keriilnek a kovet-
kez6 esetekben!

a) Andras szerint 6t osztalyba érdemes sorolni az

értékeléseket a két pontszam Osszege alapjan.

elégtelen dsszeg = 8

elégséges 8 < Jsszeg = 11
kozepes 11 < Osszeg = 14
jo 14 < osszeg < 17
kivélo 17 < 0Osszeg

b) Bence harom osztilyba sorolna a vélaszokat:
j6, ha mindkét érték nagyobb, mint 5;
kozepes, ha az egyik érték nagyobb, mint 5, a
masik érték kisebb vagy egyenld, mint 5;
gyenge, ha mindkét érték kisebb vagy egyenld,
mint 5.

KOMBINATORIKA, HALMAZOK



251

33
(=}
;

kiadds (millio Ft)
G

10 ¢

Cili szerint minden résztvevétol a két érték ko-
ziil a kisebbet vegyék figyelembe, és ez alapjan
5 osztalyt hozzanak létre:

elégtelen kisebb érték < 2
elégséges 2 < kisebb érték < 4
kozepes 4 < kisebb érték < 6

jo 6 < kisebb érték < 8
kivéalo 8 < kisebb érték

Hol helyezkednek el azok a gyerekek a grafiko-
non, akik szerint jobb volt az étkezés, mint a
szallas?

Taldlj ki masfajta osztalyba sorolast!

Melyik értékelést hasznalndd? Miért? Ervelj a
valasztasod mellett!

Egy statisztikai felmérés soran a térségben 1évé kis-
vallalkozasokrol készitettek kimutatast. A felmérés
soran megkérdezték a véllalkozasokat az el6z6 éves
kiadasukrol és az el6z6 éves bevételitkrdl is.
Viélaszaik alapjan a véllalkozasokat elhelyezték
egy-egy koordinata-rendszerben. Az abrakon né-
hany vallalkozas adatai lathatok.
A vizszintes tengelyen a bevételt, a fliggGleges
tengelyen a kiadast abrazoltuk milli6 forintban.
(Példaul az A cég éves bevétele 20 millié Ft,
éves kiaddsa 13 milli6 Ft volt.)

A
.F i
®
E
®
A
®
D
®
B
®
0 5 10 15 20 25 30

bevétel (millié Ft)

Elészor azonos osztalyba soroltak azokat a val-
lalkozasokat, amelyeknek kozel megegyezett a
nyeresége: a bevétel és a kiadas kiilonbsége. Az
ot koziil melyek keriilnének szerinted azonos

10. lecke | GYAKORLAS

osztalyba? Hogyan jelenik meg a grafikonon ez
az osztalyba sorolas?

Hol helyezkednek el a veszteséges vallalkoza-
sok? A hat kozil melyik vallalkozas termelte a
legnagyobb nyereséget?

Egy masik évben végzett felmérés soran meg-
kérdezték a kisvallalkozasokat az els6 féléves
illetve a masodik féléves forgalmukrdl is.
Ebben az esetben a vizszintes tengelyen az elsé
féléves, a fiiggbleges tengelyen a masodik fél-
éves forgalmat abrazoltuk.

(Példaul az A cég elsé féléves forgalma 8 millio Ft,
masodik féléves forgalma 13 millié Ft volt.)

A

16 L d °
14 1
12 1

10 1 ® ®

masodik félév (millié Ft)

0 2 1 6 s 10 12 1 >

elsé félév (milli6 Ft)
Egy osztalyba sorolhatjuk azokat a vallalkoza-
sokat, amelyeknek kozel megegyezett az éves
forgalmuk, vagyis a két féléves forgalom 6sz-
szege. A nyolc koziil melyik vallalkozasok ke-
riilnének nalad ebbe az osztalyba? Hogyan je-
lenik meg a grafikonon ez az osztalyba sorolas?
Melyik félévben volt a grafikonon abrazolt cé-
geknek nagyobb bevétele jellemzéen? Mi lehet
ennek az oka?

Egy barati tarsasag pingpong bajnoksagot rendez.
Négy csoportra osztjak a résztvevoket, az alapjan,
hogy ki melyik évszakban sziiletett. Egy csoporton
beliil mindenki jatszik mindenkivel pontosan egy
mérkézést. Majd a négy csoportgyéztes is kormér-
kézést jatszik: mindenki jatszik mindenkivel pon-
tosan egy mérkozést.
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A résztvevok kozil négyen sziilettek télen, hatan

Eves jovedelem (zed) Pontszam
tavasszal, négyen nydron és dten 6sszel.

; R .. 0-10 000 0
Héany mérkdzésre keriil sor?
Valtozik-e (és ha igen, hogyan) a lejatszando 10 001-15 000 30
mérkézések szama, ha az egyik tavasszal szii- 15001-20 000 110
letett résztveve a verseny eldtt visszalép, és egy 20 001-25 000 150
nyaron sziiletett versenyzével béviil a csapat? 25 000 felett P

rrrrr

Hazastars éves

roljak az alapjan, hogy mennyire hitelképesek. En- Pontszdm
K lapitisa 11 jovedelme (zed)
nek megallapitasdhoz tobbféle szempontot vesznek
figyelembe. 0-10 000 0
Egy zedorszagi bank a kovetkezé szempontok 10 001-15 000 60
szerint vizsgalja azt, aki hitelt szeretne felvenni: 15 001-20 000 75
a kérelmez6 életkora, a kérelmez6 éves jovedelme, 20 001-25 000 100
a hdzastars éves jovedelme, milyen értékd ingatlan-
. g 2 25 000 felett 130
nal rendelkezik a kérelmezé.
A valaszokra jaré pontszamokat dsszeadjak, és ez | b ;
alapjan dontik el, hogy a bank mekkora és milyen ngatlan értéke (zed) ontszam
kamatozasu hitelt tud nyujtani az tigyfélnek. 0-100 000 0
A tablazatok alapjan dontsd el, hogy melyik ka- 100 001-300 000 40
tegoridba soroltak az utolsé tablazatban szerep- 300 001-400 000 70
16 tigyfeleket!
O ugyleleket 400 001-500 000 100
Eletkor Pontszdm 500 000 felett 120
0-20 év 0 s
Osszpontszam Mindsitési besorolas
21-30 év 10
400 - A
31-40 év 20
350 - 395 B
41-50 év 40 550 - 345 =
60 év felett 10 0 - 145 E
, ’ Eves jovedelem Hézastars éves  Ingatlan értéke o ,
Név Eletkor » Mindésitési besorolds
(zed) jovedelme (zed) (zed)
KA. 32 23000 - 280 000
T.L. 45 18 000 22 000 -
S.M. 53 35000 19 000 340 000

Adj meg olyan adatokat (életkor, jovedelem), amelyek esetén egy kérelmez6 az A mindsitési kategoriaba esik!
Ha valaki nem rendelkezik ingatlannal, akkor milyen besorolasba keriilhet?
Melyik a legfontosabb szempont a mindsitésben? Szerinted mi lehet ennek a magyarazata?

KOMBINATORIKA, HALMAZOK



HAZI FELADAT

1 - (Kompetenciamérés, 2018) 2 = A 20-ndl kisebb pozitiv egész szdmok halmazat
A kovetkez6 tablazat egy orszagos futéversenyre diszjunkt részhalmazokra bontjuk az alapjan, hogy
jelentkez6k legjobb idejét mutatja. mennyi a szam maradéka 3-mal osztva. Hany ele-

—— — - miiek a kapott részhalmazok? (Ezeket a részhalma-
evezési id8 (perc:mdsodperc) © zokat maradékosztalyoknak nevezziik.)
<1:25 8
1:26 - 1:30 15 3 5 (Erettségi feladat)
1:31 — 1:35 17 Egy atlétika szakosztalyban a 100 m-es sikfutdk, a
136 — 1:40 20 200 m_?? sikfutok ?s a va}tofutok os.szese.n 29 f?s
csoportjaval egy atlétaedzé foglalkozik. Mindegyik
e B versenyz6 legalabb egy versenyszamra késziil.
1:46 - 1:50 27 A 100 m-es sikfutdk tizendten vannak, hét ver-
1:51 < 31 senyz viszont csak 100 m-re edz, négy versenyzd

csak 200 m-re, hét versenyz6 csak valtéfutasra.

zintidé zziik azt az id6 , \ At z Aot
SPATHEGIEL SECN S €718 £ TEREmes el a) Készitsen a feladatnak megfelel6 halmazéabrat!

alatt minden induldnak teljesitenie kell a tavot. b) Azt is tudjuk, hogy barmelyik két futészimnak

Mennyi legyen a versenyen val6 induldshoz szik- O T R (B et W

séges szintid6, ha a versenyre legfeljebb 65 {6t sze- P
ez a szam?

retnének meghivni?

RAADAS

1. Mennyilehet a megadott halmazok szdmossaga? A helyes valaszhoz tartozé betiiket megfelel6 sorrendbe rendezve egy
magyar feltalalo vezetéknevét kapod megfejtésiil. Ki 62

|A| =8és |B] =6. Legfeliebb mennyiaz A U B szdmossiga? K 6 V4 8 I 14
|A| =13 és | B| =3. Legaldbb mennyiaz A U B szamossaga? (o) 10 D 13 A 16
|K| =4és|L| =9. Legfeljebb mennyi a K N L szamossaga? E 4 I 5 A 9
|K| =5és|L| = 10. Legaldbb mennyi a KN L szamossaga? L 0 S 5 N 10
[C| =76és |D| =09. Legfeljebb mennyi a C \ D szamossaga? R 2 ] 7 Y 9
|C| =11¢és |D| =1. Legaldbb mennyia C\ D szamossaga? B 0 C 1 K 10
2 . (kompetenciamérés nyomén, 2006) Angol Német

Egy nyelvtagozatos iskola nyolcadik évfolyaman a didkok maguk valaszthattak ki,

hogy melyik idegen nyelvet akarjdk tanulni a kilencedik évfolyamon. Az aldbbi dbra &

azt mutatja, hogy a didkok milyen szazalékban valasztottdk az angol, a német és a fran- »

cia nyelvet, illetve ezek kombindcidit. A szdzalékos értékeket egész szamra kerekitették. é'

A didkok hany szazaléka vélasztott angolt is és németet is?

Hényan valasztottak az angoltol, a némett6l és a franciatol killonbozé nyelvet, ha 6sz- 8%

szesen 140 didk volt a nyolcadik évfolyamon?

Hanyszorosa az angolosok szama a francidsok szamanak? Francia

Mennyivel tobben tanulnak németiil, mint franciaul?

10. lecke | GYAKORLAS
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Péter egy retrd partira késziil. A 70-es és 80-as évek

legjobb slagereibdl vélogatott dssze 12-t.

a) Hanyféle sorrendben jatszhatja le ezeket a sza-
mokat?

b) A partin két blokkban hangoznak majd el a
szamok: 6 szam az els6 blokkban és 6 szam a
masodik blokkban. Péter kivalasztott négy sza-
mot, hogy azok keriilnek majd a blokkok elejé-
re illetve végére, de még nem dontétte el, hogy
melyik hova. Igy hényféle sorrendje van a 12
dalnak?

Van 6t par Star Wars-zoknim, amin Boba Fett,

C-3PO, Darth Vader, egy Rohamosztagos és Yoda

vannak. Minden nap felemas zoknit hordok, de

Yodat nem hordom egyiitt a Rohamosztagossal,

Darth Vadert pedig vagy Boba Fettel vagy Yodaval

hordom egyiitt. A Rohamosztagost csak C-3PO-

val egyiitt viselem. Ezeket a feltételeket leszamitva
barmilyen mas parositast felveszek.

a) Dontsd el, hogy az alabbi éllitasok igazak vagy
hamisak!

A: Yodat és Boba Fettet sosem parositom 0ssze.

B: C-3PO-t hordhatom egytitt Boba Fettel.

C: Tobb mint hat lehetséges parositast szoktam
hordani.

b) Az osszes (10 darab) zoknit hétf6tél péntekig
egy-egy napig hordom a fenti szabalyok szerint.
Sorold fel, hogy milyen pérositasokban hord-
tam 6ket! (Azt nem kell megmondanod, hogy
melyik parositast melyik nap hordtam.)

A csaladi hazban 5 lany él, 4 ember szemiiveges és
6-nak kék a szeme. 3 szemiivegesnek kék a szeme,
2 lany szemiiveges és 4 kékszemi lany ¢l a hazban.
A szemiiveges lanyok mind kékszemtek. Hany
szemiiveges fiunak nem kék a szeme?

Egy kvizjatékon 10 kérdést tesznek fel, mindegyik-
re 5 lehetséges valasz adhato, ezek kozil viszont
csak egy helyes.

a) Hanyféleképpen alakulhatnak a lehetséges he-
lyes valaszok?

b) A jatékos ,biztos forrasbol” megtudja, hogy az
els6 kérdésre az ,,A” valasz a helyes, a masodik-
ra pedig ,biztosan nem a D”. Hanyféleképpen
alakulhatnak a lehetséges helyes valaszok, ha
hisziink a forrasnak?

Hany olyan hatjegy(i szam van, amely a 0; 1; 2; 3; 4;

5 szamjegyeket tartalmazza és

a) mindegyiket csak egyszer;

b) mindegyiket tobbszor is tartalmazhatja;

c) mindegyiket csak egyszer és oszthatd 5-tel;

d) mindegyiket tobbszor is tartalmazhatja és oszt-
hato 5-tel?

Abrézold Venn-diagramon az A » (B \ C) halmazt
ésaz (A N B) \ Chalmazt! Egyenl6-e a két halmaz?

Abrazold a szémegyenesen a [0;4[ U [2;5],

a [0; 4[ M [2; 5[, valamint a [0; 4[ \ [2; 5] halma-
zokat!

Héany megolddsa van az |x + 1| = 2 egyenletnek

a természetes szamok halmazan, illetve az egész
szamok halmazan?

KOMBINATORIKA, HALMAZOK



TUDASPROBA I.

(Kénnyebb tipusfeladatok.)

15

Egy szabdlyos tizenkétszog minden csticsabol meg-

rajzoltunk 7 atlét.

a) Osszesen hany atl6t rajzoltunk?

b) El6szor az A csticsbol rajzolunk atlokat. Hanyféle
sorrendben huzhatjuk meg az A cstcsbdl induld
els6 harom atlot?

2 5 A3,4,6,9,0szamjegyekbdl négyjegyli szamokat ké-
peziink ugy, hogy minden szamjegyet csak egyszer
hasznalunk fel.

a) Hany ilyen szdm alkothat6?
b) Ezek kéziil hany lesz oszthat6 3-mal?

3 5 A szinjatszo korbe kilencen jarnak végzésok és 11-en
lanyok. Az alsébb éves fiak hatan, az alsdbb éves la-
nyok 11-en vannak. Hanyan vannak a végz6s fiuk és
hanyan jarnak dsszesen a szinjatszo6 korbe?

4 = Add meg intervallum-jel6lések és halmazmiiveletek
segitségével az alabbi intervallumokat!

a)

4 3 2 1 0 1 2 3 4 5

b) R - =

4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
5 5 Definidljuk az A, B, C halmazokat a kévetkezéképpen:

A = {azon egész szamok halmaza, melyekre
|x—1| <2}
B=1{0;1;2;3;4; 5}
C = {pozitiv egyjegyli primszamok}
a) Abrazold Venn-diagramon a hdrom halmazt és
helyezd el a halmazébrdban az Osszes elemiiket!
b) Mely szamokat tartalmazza az A U (B \ C) halmaz?

TUDASPROBA II.

(Nehezebb tipusfeladatok.)

15

Egy szabalyos sokszog minden csticsabol megrajzol-

tunk 5 4tlét. Igy 6sszesen 40 atlot rajzoltunk meg.

a) Hany oldalu a sokszog?

b) Hany atléja van 6sszesen?

c) El8szor az A cstuesbol rajzolunk meg 6t atlot.
Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg sorrendben, ha az
AC atlét mindenképpen meg szeretnénk rajzolni?

11. lecke | GYAKORLAS, TUDASPROBA
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Az 1890-es években jelent meg az Egyesiilt Allamok-
ban a Liberty Bell nevli szerencsejatékgép, amely
harom forgétarcsabol allt. Mindharom tarcsa vé-
letlenszertien porgetett ki egyet-egyet a lehetséges
6t szimbolum koziil. Ezeket dsszeolvasva deriilt ki,
hogy nyert-e valamit a jatékos.

a) Osszesen hanyféle jelharmas johet ki a jatékban?
Ha (a sorrendtdl fiiggetleniil) két patkot és egy harma-
dik szimboélumot porgettiink ki (ami akdr egy harma-
dik patko is lehetett), mar ,,ingyen” italt nyerhettiink.
b) Hanyféleképpen johet ki olyan jelharmas, ame-

lyik legalabb két patkot tartalmaz?

Superman 14 szuperképességgel rendelkezik, Wonder
Woman 13-mal, Flash pedig 7-tel. Supermannek
és Flashnek csupan két kozos szuperképessége van,
Flashnek és Wonder Womannek 3, Wonder Woman-
nek és Supermannek pedig 9. A harom szuperhésnek
Osszesen 21 szuperképessége van. Hany olyan szuper-
képességiik van, amellyel mindharman birnak?

Abrézold szdmegyenesen az aldbbi intervallumokat!
a) J=2;4[\[0:4[  b) [0 7] ([153]V]2;3])

Definidljuk az A, B, C halmazokat a kovetkezképpen:
A = {paros kétjegyl négyzetszamok halmaza}
B = {9-cel oszthatd, 100-nal kisebb szimok halmaza}
C = {azon egész szamok halmaza, melyekre

|x+ 5| < 45}
Elemeinek felsoroldsaval add meg a kovetkezd hal-
mazokat!

a) An(BuC) b) C\ (AN B)
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TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

Egy tszéverseny dont6jében 8 résztvevd indul. Hany-
téle lehet a verseny végeredmeénye, ha csak az els6 ha-
rom helyezés szamit, és nincs holtverseny?

Ot fiti versenyt fut. Hanyféle lehet a verseny végered-
meénye, ha tudjuk, hogy nincs holtverseny, és hogy
Béni elesett menet kdzben, ezért most 6 lett az utols6?

Egy tiztagu tarsasagban mindenki mindenkinek kiild
egy SMS-t.

a) Hany SMS-t kap egy ember?

b) Osszesen hdny SMS-t inditottak?

Tombola sorsoldson hirom nyereményt sorsoltak
ki: egy digitalis képkeretet, egy MP4 lejatszot, és egy
hordozhat6é hangszérét. A sorsoldson 32 résztvevd
vett részt. Hanyféle végeredmény sziilethetett, ha egy
ember csak egy tombolatargyat nyerhetett?

Egy futéversenyen 8 résztvevé indult. Hanyfélekép-
pen alakulhatott a 4., 5. és 6. helyezett, ha nem lett
holtverseny?

A bél végéig még 4 zeneszamra maradt id6. A lemez-
lovas 7 szam koziil vélasztja ki, hogy melyik legyen
ez a 4. Hanyféleképpen teheti meg ezt, ha semelyik
szamot sem teszi mar be kétszer?

Hanyféleképpen iilhet be Tamas, Joc6, Henrik és Ga-
bor egyszerre egy négyiiléses csonakba? Két elhelyez-
kedést akkor tekintiink kiilonbozdnek, ha legaldbb
egyikiik masik ilésen dl. (Egy tlésre egy f6 iilhet és
csak az tilésekre szabad {ilni.)

Az abra szerinti Gthalézaton el szeretnénk jutni
A-bol E-be. Minden varost csak egyszer érinthetiink.
Hanyféle at koziil vélaszthatunk?
A E

9>

10>

115

Hényféleképpen juthatunk el A varosbdl B-n majd
ezutdn C-n keresztiill D varosba, ha A-bdl B-be 4 le-
het6ség koziil, B-b6l C-be 3 lehet6ség koziil, C-bdl
D-be pedig 5 lehetdség koziil valaszthatunk? Készits
abrat is a feladathoz!

A Mastermind jatékban 6-féle szinli pocok van. Az

egyik jatékos egymas mellé leszur 4 pockot a jaték-

lap egyik végén 1év6 lyukakba, majd eltakarja azokat.

A masik jatékosnak az a feladata, hogy kitaldlja, mi-

lyen szintiek az eltakart pockok, és milyen sorrend-

ben helyezkednek el. Hanyféle allast rejthet el az els6

jatékos, ha

a) 4 kilonbozd szint pockot kell elrejtenie?

b) egy szint tobbszor is felhasznalhat?

c) akar {iresen is hagyhat egy vagy tobb lyukat, és
egy szint tobbszor is felhasznalhat?

Egy roplabdabajnoksagban mindenki mindenkivel

megmérkézik. Hany mérkézésre kertil sor, ha 15 csa-

pat indult, és

a) mindenki mindenkivel oda-vissza megmérkézik,
azaz a sajat palydjan és a masik csapat palydjan is
jatszik?

b) mindenki mindenkivel pontosan egy mérkdzést
jatszik?

KOMBINATORIKA, HALMAZOK
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14>

155

16>

Egy tszdverseny dontdjében 8 versenyz6 indult. A ver-
seny eredményhirdetésére késve értiink oda. Csak azt
hallottuk, hogy ki lett a 2. és ki az 1. helyezett. Hany-
féleképpen alakulhatott a donté végeredménye, ha
nem lett holtverseny?

Hany atl6ja van egy
a) szabdlyos tizenegyszognek?
b) nem szabalyos, de konvex tizenegyszognek?

A Kkilencedik osztalytdl azt kérték, hogy a golyabal
soran gy vonuljon be, hogy el8szor a lanyok, majd
mogottik a fiik lépnek a terembe, egymas utan, sor-
ban. Hanyféle sorrendben mehetnek be, ha a 31 f6s
osztalyba 14 fit jar?

Hany olyan négyjegy(i szam van a tizes szamrend-
szerben, amely 5-tel oszthat$?

Tomi és Miki kartyaznak. Miki haromszor egymas
utan kivélaszt egy kartyat az 52 lapos franciakartya-
paklibdl, Tominak pedig ki kell talalnia, hogy melyik
a valasztott lap. Miki ugy dont, hogy mindharom al-
kalommal valamelyik figurat abrazolé lapot (bubit,
damat vagy kiralyt) fogja kivalasztani. (Ezekbdl 6sz-

szesen 12 darab van.)

a) Hanyféleképpen valaszthatja ki Miki a harom
kartyat egymas utan, ha egy kartyat csak egyszer
valaszthat ki? (A kivalasztas sorrendje szamit.)

b) Hényféleképpen valaszthatja ki Miki a harom
kartyat egymads utdn, ha egy kartyat tobbszor is
kivalaszthat?

c) Tomi elsére a kér ddmat, masodikra a pikk bu-
bit, harmadikra pedig ismét a kér damat tippeli.
Mekkora az esélye, hogy eltalalta a helyes sorren-
det, ha Miki az a), illetve a b) feladatban szabott
feltételekkel jatszik?

TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

17 >

19>

20>

21>

23 >

Hény olyan hétjegyt szam alkothatd a tizes szam-

rendszerben, amely

a) minden szamjegyet csak egyszer tartalmaz;

b) minden szamjegyet csak egyszer tartalmaz és
5-tel oszthatd?

Hany olyan kilencjegyt szam alkothat6 a tizes szam-

rendszerben, amely

a) egy szamjegyet tobbszor is tartalmazhat;

b) egy szamjegyet tobbszor is tartalmazhat és 4-gyel
oszthat6?

Hany olyan négyjegyli szam van a tizes szamrend-
szerben, amelynek

a)
b) minden szamjegye paratlan?

minden szamjegye paros?

c) az els6é és harmadik szamjegye paros, a masodik
és negyedik szdmjegye paratlan?

Hany olyan 6tjegyti szam van a tizes szdmrendszer-
ben, amelyben el6fordul egymds utdn az 123 szam-
hérmas, ilyen sorrendben?

Hany olyan hatjegyti szam van a tizes szamrendszer-
ben, amelyben nem fordul el6 a 0 szamjegy, és

a) minden szdmjegye kiillonb6z6?

b) egy szamjegy tobbszor is el6fordulhat?

Egy feleletvélasztos tesztben 8 kérdés van, és minden
kérdésnél négy valasz, az A, B, C és D kozil lehet va-
lasztani.

a) Hany kiillonboz6 kitoltése van a tesztnek, ha min-
den kérdésnél megjeloliink egy bettit?

b) Hany kiilonbozé kitoltése van a tesztnek, ha iire-
sen is hagyhatjuk a kérdéseket, nem kell valaszt
megjel6lni?

c) Hany olyan kitoltés van, amikor pontosan egy
valaszt nem jeldltiink meg, és a tobbi hetet mind
eltalaltuk?

d) Hany olyan kitoltés van, amikor hét valaszt elta-

laltunk, egyet pedig elhibaztunk?

Szabalyos dobodkockaval négyszer egymas utan do-

bunk és sorban egymas utan leirjuk, hogy hanyast

dobtunk. Igy egy négyjegyli szdmot kapunk.

a) Hanyféle szamot kaphatunk?

b) Melyik ezek kozill a legkisebb, és melyik a legna-
gyobb?

¢) Hany olyan van ezek kozott, amelyben mind a négy
szamjegy kiillonboz6?
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25>

26 >

27 >

28 >

29>
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A SET nevt jaték kartyain abrak vannak. Minden
kartyan 1, 2, vagy 3 abra van. Egy kartyan az abrak
alakja azonos, de ez lehet rombusz, ovilis, vagy hul-
lamvonal alak. Egy kartyan az abrék szine azonos, de
ez lehet haromféle: zold, piros és lila. Az abrak pedig
egy kartyan vagy mind beliil tiresek, vagy mind csi-
kosak, vagy mind be vannak szinezve. (Igy egy kar-
tydnak négyféle tulajdonsaga van: a rajta 1évé abrak
szama, szine, alakja és szinezettsége.) Hany kartyabol
all a jaték, ha minden lehetdség el6fordul a kartyak
kozott, de nincs két egyforma kartya?

8 |94 [000
3100 444
RETACEE

Héany olyan magyar autérendszam képzelhet$ el

a 3 betli - 3 szamjegy tipusti rendszamok kozott,
amelyben minden betl és minden szamjegy kiilon-
b6z06, ha a 26 betli és 10 szamjegy mindegyike hasz-
nélhat6, mas megkotés nélkil?

Hany olyan magyar autérendszam képzelhetd el
a 3 betli - 3 szamjegy tipusu rendszamok kozott,
amelyben csak (rovid, ékezet nélkiili) maganhangzd, és
csak paros szamjegy szerepel, és mds megkotés nincs?

Hany olyan magyar autérendszam képzelheté el a
3 betti - 3 szamjegy tipust rendszamok kozott, amely-
ben mind a bettik, mind a szdmok tugy helyezkednek
el, hogy az els6 és a harmadik megegyezik, a kozép-
s6 pedig ezektdl kiilonboz6, és nincs mas megkotés
arendszamra (26 betti és 10 szamjegy hasznalhato)?

a) Egy 6 elemi halmaznak hany két elem részhal-
maza van?

b) Ennek a 6 elemil halmaznak hany 4 elem rész-
halmaza van?

Rajzszakkoron a tanar a kék, a zold, és a barna tubu-
sokat vette el6. A diakok ez alkalommal csak ezekkel a
szinekkel dolgozhattak. Mindenki egy képet készitett.

Venn-diagramon abrazoltuk, hany gyerek hasznalta
az adott szineket.

a
.-

a) Hanyan vettek részt a foglalkozason?

b) Véletlenszertien kivalasztottunk egy képet. Meny-
nyi az esélye, hogy a képen van barna szin?

c) Egy véletlenszertien kivélasztott képrdl latjuk,
hogy nincs rajta kék. Mennyi az esélye, hogy van
rajta zold szin?

30 > Egy csoportbdl tizen rendeltek levest, 15-en masodik

fogast. Hatan vannak, akik mindkettét.

a) Hanyan vannak a csoportban, ha mindenki ren-
delt valamit, levest, masodik fogast vagy mind-
kettot?

b) Véletlenszertien kivalasztunk valakit, s megtud-
juk rola, hogy rendelt levest. Mennyi az esélye,
hogy masodik fogast is rendelt?

c) Véletlenszertien kivalasztunk valakit, s megtud-
juk rola, hogy csak egyfélét rendelt. Mennyi az
esélye, hogy méasodik fogast rendelt?

31 > A vidrosban hdrom mozi mikédik: a Kupfer Film-

szinhdz, a Szejli Mozi és a Balint Odd. Mindhdrom

moziban 10-10 filmet jatszanak a héten, de csak

3 olyan film van, amit mind a hdrom moziban jat-

szanak. Olyan film nincs, amit csak a Kupferben és

a Szejliben jatszanak, viszont 6sszesen csak 7 olyan

film van, amit csupan két mozi jatszik.

a) Hany filmet jatszanak Osszesen a varosban?

b) Eldoénthet6-e egyértelmten, hogy hany olyan film
van, amit csak a Balint Oduban jatszanak?

c) Eldonthet6-e egyértelmiien, hogy hany olyan film
van, amit csak a Kupfer Filmszinhdzban jatszanak?

32 5 Az A halmaz elemei legyenek azok a négyszogek,

amelyeknek van szimmetriatengelye, a B halmaz ele-

mei pedig azok a négyszogek, amelyeknek a szem-

kozti oldalaik parhuzamosak.

a) Milyen négyszogek alkotjak az A N B halmazt?

b) A C halmaz elemei legyenek azok a négyszogek,
amelyeknek van derékszoge. Milyen négyszogek al-
kotjdk az A N BN Césaz A B\ Chalmazokat?

KOMBINATORIKA, HALMAZOK



33 = Halmazmiiveletek segitségével add meg a lehet6 leg-

34>

egyszeriibben a Venn-diagramon z6ld szinnel abra-

zolt halmazrészeket!

Fejezd ki intervallummal, abszolut értékkel és szam-
egyenesen jelolve azt, hogy mit jelent egy tabla cso-
kolddé tomegére (m) nézve, ha azt olvassuk a csoma-
golason: ,,Netté tomeg: 250 g+ 1 ¢

TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

35>

Oldd meg az |x - 3| < 7 egyenl6tlenséget a valds szé-
mok halmazan!

A megoldast abrazold szamegyenesen és ird fel inter-
vallumként is!

a) Oldd meg az [-2 — x| < 10 egyenl6tlenséget az
egész szamok halmazan!

b) Legyen az A halmaz az a) feladat megoldashal-
maza, a B halmaz pedig az egyjegyl primszamok
halmaza. Elemeinek felsoroldsaval add meg az
A\ B és B\ A halmazokat!

c) Igaz-e,hogy (A\B) U (B\ A) = A?

(2010. kozépszintii érettségi feladat)
Egy kozépiskoldba 620 tanuld jar. Az iskola didkbi-
zottsdga az iskolanapra hdrom kiadvanyt jelentetett
meg: I. Didkok Hangja, II. Iskolaélet, IIT. Miénk a suli!
Késébb felmérték, hogy ezeknek a kiadvanyoknak mi-
lyen volt az olvasottsaga az iskola tanuldinak korében.
A Didkok Hangjat a tanulok 25%-a, az Iskolaéletet
40%-a, a Miénk a suli! c. kiadvanyt pedig 45%-a ol-
vasta. Az elsé két kiadvanyt a tanulok 10%-a, az elsd
és harmadik kiadvanyt 20%-a, a masodikat és harma-
dikat 25%-a, mindharmat pedig 5%-a olvasta.
a) Hanyan olvastdk mindharom kiadvanyt?
b) A halmazabra az egyes kiadvanyokat elolvasott
tanulok létszamat szemlélteti. Irja be a halmazéb-
ra mindegyik tartomanyéba az oda tartozo tanu-

16k szamat!

c) Az iskola tanuldinak hany szdzaléka olvasta leg-
alabb az egyik kiadvanyt?
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Nagymama egy ebédkiildd szolgalatnal fizet be az ebédre. Hetenként megkapja az étlapot, onnan valaszt kedve szerint.
Holnap kell befizetni a jov6 hétre. Keddre és cstitortokre az unokaival is szimol. Nagymama felirja, miket akar rendelni:

Hétfo Nyugdijas menii (husleves, szilvalekvaros gombdc) 495 Ft 1 adag
Kedd Zo6ldborsofdzelék vagdalt hussal 510 Ft 1 adag

Sztrapacska 535 Ft 3 adag
Szerda Nyugdijas menii (zoldségleves, magyaros csirkemell tarhonyaval) 495 Ft 1 adag
T Babgu?yés 325 Ft 1 adag

Somldi galuska 270 Ft 3 adag
Péntek Kanaszpecsenye parolt rizzsel 595 Ft 1 adag

Mennyit kell fizetni ezen a héten az ebédrendelésért?

Megoldds
Anya a legjobb fejszamolé. Igy gondolkodik:
500 -5
500 + 10 535-3+270-3 = (535+270) - 3 = 805 - 3 = 2415;
500 -5
300 + 25
600 - 5 2420 + 2415 = 4835 (Ft).
2400 + 20 = 2420.
Tehat a heti ebédrendelés sszege 4835 forint.

Ismételjiik at a miiveletek legfontosabb tulajdonsagait!

Ha a, b és c valds szamok, akkor

a+b=b+a a-b=b-a felcserélhetéség (kommutativitas)
(a+b)+c=a+((b+c) (a-b)-c=a-(b-¢) csoportosithatdsag (asszociativitas)
(a+b)-c=a-c+b-c széttagolhatdsag (disztributivitas)

Zarojelek felbontasa, elhagyasa

Ha csak 6sszeadas és kivonas szerepel a muveletek kozott:
124(7-9-16)=12+7-9-16=19-25=-6

12-(7-9-16)=12-7+9+16 =377 = 30

Ha csak szorzas és osztas szerepel a mtiveletek kozott:
64-(7:32-10)=64-7:32-10=64:32-7-10=2-7-10 = 14-10 = 140
64:(10-32:7)=64:10:32-7=64:32-7:10=2-7:10=14:10= 1,4

Osszeadés (vagy kivonas) és szorzds (vagy osztas) is szerepel a mtiveletek kozott:
12-3-(4-22)=12-3-4+3-22=12-12+66 =66

(A zérdjelet nem kotelezd felbontani. Az is helyes, ha a zaréjelben 1évé miveletet végezziik el el6szor.)
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FELADAT

1 = Szémolj fejben! Ird le zérojelek haszndlatdval, mi- a) 128 (i : 64] c) u ; (2 3 7]
. @ 4 7 U9
lyen sorrendben végezted el a miveleteket! "
a) 197+23+58 c) 197+68-27 b) ns{é-@q d)99~%?i%)

b) 19,7 +29+54
5 = Szamold ki fejben!

2 - Szamolj fejben! Ird le zardjelek hasznélatéval, ho- 2
a) (495+50,5):

gyan gondolkodtal! b) 157,2:(0,6 - 52,4)
a) 72+93 + 28 c) 67-24+33.24
b) 25.63-4 d) 48-26:24:13-22 6 - Szamold ki a kifejezések értékét! Mely zarojelek hagy-

hatdk el a miiveleti jelek megvaltoztatasa nélkil?

3 = Vettem a piacon 2,5 kg krumplit, kiléjat 120 fo- a) (3,18 -4,18) - (5,18 - 6,18)

rintért, 1,5 kg narancsot, amelynek szintén 120 Ft
volt kiloja, és vettem még 2 kg hagymat is, ennek is
120 Ft/kg volt az egységara. Mennyit fizettem 6sz-

b) ((3,18 - 4,18) - 5,18) - 6,18
c) ((14,51 -2,51):6) - (3,52 - 6,52)
d) 300:(4-25)-((42:7)+2)

szesen? Hogy lehet a leggyorsabban kiszdmolni a

fizetendd 6sszeget fejben?
e 7 = Melyik az a szam, amely % részének %-szeresét

8.

4 - Bontsd fel a zardjeleket, majd csoportositsd tjra 5

g-del osztva -—-et kapunk? (Fejben is ki tudod

a muveleteket ugy, hogy fejben is konnyen kisza- szimolni?)

mithat6 legyen az eredmény!

HAZI FELADAT

1 5 Széamolj fejben! Jelezd zardjelekkel, milyen sor- 3 = Melyik a nagyobb?

rendben végezted el a miiveleteket! 2,15-32+4,8-2,15vagy (4,25 +4,45) - (4,36 - 2,35)

a) 23,46 - 2,39 + 17,04 - 18,11

b) 5-(3,56 - 4,2 +1,64) - 20 4 - Egy iskolaban négy parhuzamos osztaly van. Az

A osztalyba jaré 32 tanul6 % része fia, a B osztaly

2 - Szamolj fejben! Jelezd zarojelekkel, milyen sor- 3
30 tanuloja kozil 3 rész fit, a C osztaly 36 tanuloja

1
3

rendben végezted el a miiveleteket!
a) 27,8 +39,7 + 22,2 + 10,3

b) 32,8 -44,9 + 32,8 - 55,1

c) 24:(17-8)-(34:3)

RAADAS

Valutaarfolyam

koziil % rész lany, a D osztalyba jar6 33 tanuld

része lany. Az évfolyam hanyadrésze fii?

Mei Ling megtudta, hogy a szingapuri dollir (SDG) és a dél-afrikai rand (ZAR) kozotti atvaltasi arany a kovetkezo:

1SGD = 4,2 ZAR, ha SDG-t valtunk ZAR-ra, és 1 ZAR = 0,235 SDG, ha ZAR-t valtunk SDG-ra. Mei Ling 3000 szingapuri

dollart valtott dél-afrikai randra ezen a valutaarfolyamon.

a) Mennyi pénzt kapott Mei Ling dél-afrikai randban?
Amikor Mei Ling 3 hénap utan visszatért Szingapurba, még maradt 3900 ZAR-ja. Ezt visszavaltotta szingapuri dollarra
és észrevette, hogy a valutadrfolyam megvéltozott: 1 SGD = 4,0 ZAR.

b) Mennyi pénzt kapott Mei Ling szingapuri dollarban?

c) Kedvezett-e Mei Lingnek, hogy a valutadrfolyam 4,2 ZAR helyett 4,0 ZAR lett, amikor dél-afrikai randjat visszavéltotta
szingapuri dollarra? Vélaszodat indokold!
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BEVEZETO - ISMETLES

Tortek osszeaddsa és kivondsa
7,3 14 27 _4

972718 18 18 el6szor kozos nevezére hozzuk a torteket,
7 3 14 27 13 azutan végezziik az Osszeadast vagy a kivonast a szamlalokkal
9 2 18 18 18

Tort szorzdsa egész szammal
3 15

252 a szamlalot szorozzuk az egész szammal, a nevezd valtozatlan marad
4 4
Tort osztdsa egész szammal
3 3 a nevezGt szorozzuk az egész szammal, a szamlalo valtozatlan marad
===
4 20 VAGY (ha lehet)
35 7
—:5=- (1414 ; . [ 0
4 4 a szamlalot elosztjuk az egész szammal, a nevez6 valtozatlan marad

25_10 a szamlélét szorozzuk a szdmléloval, a nevezdt szorozzuk a nevezével
7 3 21
Osztds torttel
.3 _s4_20
4 3 3 az 0szto reciprokaval szorozzuk az osztandot
25 22 8
73 75 35
Tort egyszerfisitése Tort bovitése
A tort szamlaldjat és nevezdjét egyszerre elosztjuk ugyan- Egy tort szamlalojat és nevezGjét egyszerre megszoroz-
azzal a nullatol killonb6z6 szammal. zuk ugyanazzal a 0-t6l kiilonb6z6 szammal.
Példaul Példdaul
915 305 . 15

—— = — (itt 3-mal egyszer{sitettiink
18 16 ( gy )

(itt 3-mal bovitettiink)

[ WES!

Ezen eljarasok sordn a tort értéke nem valtozik.

FELADAT

48

1 = Egyszertsitsd a kovetkez6 torteket! 3 5 Szamold ki az emeletes tort értékeét!
44, 56, 210, 13500 )
327 28 60 9500 1 1+3
2 = Végezd el a miiveleteket! Ahol lehet, egyszertsits! 1+ 5 3- 6
a) 3.3\ (7Z_6 b) 10 .12 42 .34
4 6/)\6 7 717 5°9
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Szamok reciproka

Egy nullét(’)l kiilonb6z6 x valds szém reciproka az a valos szam, mellyel az x-et megszorozva 1-et kapunk. Az x szam

rec1proka —. Példaul: 3 rec1proka 302 0,4 reciproka 2,5, hiszen 1: 0,4 = 2,5, valamint 0,4 - 2,5 = 1.

szénséges tort reciprokat ugy kapjuk, hogy a szamlalot és a nevez6t felcseréljiik. példaul: = reciproka % =1 % = %
5

A zsebszamoldgépeken a kovetkezd billentytik adjak meg egy szam reciprokat: % vagy x . A szamolégép azonban

sokszor csak kozelité eredményt ad meg.

Szamok tortrésze

Egy szam % részét ugy szamoljuk ki, hogy a szamot megszorozzuk %—del. % rész = %—szeres.

Példaul: 28-nak a % része 28 % =8.A45-neka % része 45 % = 20.

FELADAT

4 - Szamold ki a kifejezések értékét! Mely zardjelek 6 = A kétjegyli szamokban az azonos jelek azonos

Y

hagyhatok el a miiveleti jelek megvaltoztatasa nélkiil? szamjegyeket jelentenek. Melyik szamjegyet he-
(Probald meg fejben kiszamolni!) lyettesitik a jelek?
_3.2\_(3_1 (1.3).4 19\ 3v _ 7
a) (6 ¥ 6) (3 2) b) 12 (7'14)'5 a) ( +6v> 57 1V
4 (16-2-(5+3 9 19\ _ 69
c) 4 (16 2 <5+2>) b) <85+ ) 69

Y

5 5 A cukrasziskola vizsgdjara el6készitettek 2,5 kg 7 5 Osszeontottink héarom oldatot. Az egyik oldat =

mazsolat. Ennek o részét Klari dolgozza fel, majd része volt ecetsav, a tobbi viz. A masik oldat % ré-

3 e . 2
Andi kapja a maradék ﬁ részét. Ami még ezutdn sze volt ecetsav, a tobbi viz. A harmadiknak 3 része

volt ecetsav a tobbi viz. Az els6bdl 1,5 liter, a ma-
sodikbol 2,5 liter, a harmadikbol 6 deciliter olda-
tunk volt. A kapott oldatot még higitottuk 1,4 liter
vizzel. Hanyadrésze lett ecetsav a végs6 oldatnak?

1
maradt, annak az — részét Zsolt haszndlja fel, amit

2
6 hagyott, annak a P része kell Emese tortaihoz.

Hanyadrésze maradt meg a mazsolanak?

HAZI FELADAT

1 5 Végezd el a miiveleteket! b) 1,1- 1.11\. 7
113 9°35)°18
15 35
17 , 13
5,2\.24,(7 _7).30 °)—<652( ))
b)<6+9> 5+<20 8) 7 6 4
11 _ 3)\.16 (13 5 . , RILILg ok .
c) < 6 8 ) 57— 20 (20 12) 3 s 3.7 liter oldat % része vegyszer, a tobbi viz. 2,3 li-
2 -~ Szamold ki a kifejezések értékét! Mely zardjelek ter oldat % része ugyanaz a vegyszer, a tobbi viz.
hagyhatdk el? Osszeontjiik a két oldatot. Hanyadrésze lesz vegyszer,
a) <8 _3. %) _ <5, 5_ %) és hanyadrésze viz?
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Definicio: Azokat a szamokat, amelyek felirhatok két egész szam hanyadosaként, racionalis szamoknak nevezziik.
(Az oszt6 természetesen nem lehet nulla.)
A raciondlis szimok halmazénak jele: Q.

Az egész szamok is racionalis szamok, mert felirhatok két egész szam hanyadosaként, pl. —5 = — 1?5
A racionalis szamok felirhatok kozonséges tort alakban, pl. %; - %

A racionalis szamok felirhatok tizedes tort alakban is:

- ha a szamldlo tobbszorose a nevezdnek, akkor egész szamként;

- ha nem t6bbszorose, akkor véges tizedes tort vagy végtelen szakaszos tizedes tort alakban.

- ha alehetséges egyszertsitések utdn a tort nevezéjének prim osztoi kozott szerepel mds prim, mint a 2 és az 5, akkor
végtelen szakaszos tizedestort; ha nem szerepel mas prim, akkor véges tizedes tort.

Példaul: %: 1,75; % = 0,621621621... = 0,62i.

Minden racionalis szamnak megvan a helye a szamegyenesen, de ezek nem toltik ki a teljes szamegyenest.

L 2
2 4
Y

——

10

17

—
—

| —— O
O\ = | ——
W[ | ——
= ———0
il ——— O
5]

I — g
| —

R

3 _3 L
4 12 1000

Miuiveletek racionalis szamokkal

- Racionalis szamok Osszege, kiilonbsége, szorzata mindig racionalis.
- 0-t6l kiilonboz6 osztd esetén két racionalis szam hanyadosa is mindig racionalis.

alqphrang

v
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PELDA

[rd fel két egész szdm hanyadosaként az 5,378 véges tizedes Meooldds: 5.378 = 5378 _ 5378
trtet! g, 1000 — 1000

FELADAT

1 = Melyik szam tizedes tort alakja véges, melyiké vég- vitte a 2 km-rel korabban latott szervizbe. Sajnos
telen? ott kellett hagynia a biciklijét, ezért tomegkozle-

a) %; %; %; _?5; %6; % kedéssel folytatta utjat. A hatralévd ut % részén

b 23. 39, —43. 35 100, -5 autdbusszal utazott. Masfél kilométert gyalogolt

) 257 157 1257 207 160" 9 tovébb eldre a vasutdllomdsig, majd a hatralévd ut

felét vonattal tette meg. Hany kilométerre volt ek-
D 5 Kosd 6ssze az egyenléket! Van olyan szam, ame- e,

: ) kor a céljatol?
lyiknek nincs pérja. Ezt ird fel mas alakban!

32 225 1,83 68 34 11 5 5 Igazak-e a kovetkez6 dllitasok?

Y

e Lt A = < a) Ha egy tort nevezdje osztoja az 1000-nek, akkor
9 34 ,1 15 225 17 annak a tortnek a tizedes tort alakja véges.
4 4 6 6 b) Haegy tort tizedes tort alakja véges, akkor a ne-
vezGje osztdja az 1000-nek.
3 - Ird fel kozdnséges tort alakban a tizedes torteket, c) Ha egy tort nevezdje osztéja a 10 valamelyik
majd végezd el a miveleteket! hatvany4nak, akkor annak a tortnek a tizedes
a) (3,5 - %) .0,25 b) (0,01 + %):1,07 tort alakja véges.

d) Ha egy tort tizedes tort alakja véges, akkor an-

nak a tortnek a nevezdje osztdja a 10 valame-
4 s Egyutazé a 120 km-es 1t elsé hatodat biciklin tette ) J

meg. Ott elromlott a biciklije, egy teherauté vissza- lylk hatvdnydnak

Elképzelhet6-e olyan végtelen tizedes tort, amely nem szakaszos?

Hogyne! Ilyen szamot kapunk példaul, ha mindig eggyel t6bb 0-t irunk az 1-esek utén:

0,101 00100010000100000100...,

vagy ha a tizedesvessz4 utan novekedd sorrendben felsoroljuk a természetes szamokat:
6,01234567891011121314151617181920212223....

Az ilyen szamok nem lehetnek racionalis szamok, hiszen a racionalis szamok egész szam, véges tizedes tort vagy végtelen
szakaszos tizedes tort alakban irhatok fel.

A végtelen nem szakaszos tizedes tortek nem irhatok fel két egész szam hanyadosaként.

Definicio: Azokat a szamokat, amelyek nem irhatok fel két egész szam hanyadosaként, irracionalis szamoknak nevezziik.
Az irraciondlis szimok halmazénak jele: Q*.

Minden irracionalis szamnak megvan a helye a szimegyenesen. A racionalis és irracionalis szamok egytitt toltik ki a szam-
egyenest.
A valds szdmok halmazédnak jele: R. Tehat R=Q U Q*ésQ N Q*= 0.
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HAZI FELADAT

1s

25

Ird fel két egész szdm hanyadosaként! 4 s Helyezd el a szines hal- [R]
4,71; -0,12; -0,00035 mazabran a kovetkezd
szamokat! A fiizeted-
Ird fel tort alakban a tizedes torteket, majd végezd ben dolgozz!

el a mtiveleteket!

2 _ . 5 _ .
a) <3 2,5).1,1 b) (11 o,o7>.4,23

a) -6; %; 19 928;
0; -0,775

Gabor és Pali 56 km-re laknak egymastol. Elhata- b) —6- 2.5,.9.

roztak, hogy talalkoznak. Gabor felajanlotta, hogy 3'7 7
28 :(-4); -21:(-7)

elindul biciklivel, és az tut % részénél talalhatd pi-

henénél megvarja baratjat. Pali inkabb tomegkoz-
lekedéssel megy. A lakdsatél a pihendig tartd ut

19 4 meg tudja tenni autébusszal. Hany km-t kell

20
gyalogolnia?

RAADAS

1.

52

A szamok irasa

A ma hasznadlatos helyiértékes szamirdsunk indiai eredetti. Indiabol perzsa kozvetitéssel jutott el az arabokhoz, akiktél
a X. szazad folyaman jutott el Spanyolorszagba, majd Eurdpa mas részeire. Innen erednek az ,,arab szamiras”, ,,arab
szamjegyek” elnevezések.

Elterjedésének nagy lendiiletet adott a XV. szazadban a konyvnyomtatas feltalalasa, els6 magyarorszagi felbukkandsa
is erre az idészakra tehetd.

A korébban elterjedt rémai szamokkal szemben tjdonsag volt a 0 6ndllé szamként valé megjelenése és a helyi értékek
hasznalata, ami lehetévé tette, hogy 6sszesen tiz jel (0, 1, 2, ..., 9) hasznalataval gyakorlatilag barmelyik természetes
szamot abrazolni lehessen. A helyi értékes irasmod a miveletek elvégzését is jelentdsen egyszertisitette.

Korabbi kompetencia feladatok alapjan

a) (2004) Egy auté fogyasztasan a 100 km hosszu ut megtétele soran elhasznalt iizemanyag mennyiségét értjiik. Ko-
vats ur szeretné figyelemmel kovetni az autdja benzinfogyasztasat, ezért a benzinkutnal felirja a kilométerdra alla-
sat és azt, hogy mennyi benzint tankolt az adott napon. Mindig teletankolja az autéjat.

Datum A kilométerora allasa A tankolt benzin mennyisége (liter)
marc. 31. 12 638 36
apr. 10. 13 191 36
apr. 19. 13797 37
apr. 25. 14 297 36
m4j. 5. 14525 17
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Szamitsd ki az autd fogyasztasat az egyes idészakokban! Toltsd ki a tablazatot!

Id6szak Fogyasztas (liter/km)
madrc. 31. - 4pr. 10.
apr. 10.- apr. 19.

apr. 10. - mdj 5.

b) (2016) Péter bankkartyaval szokott vasarolni. Minden vésarlas utan SMS-t kap a vasarlas 6sszegérél és arrol, meny-
nyit koltott osszesen az adott honapban. Péter épp kiilfoldon tartdzkodik, és egy boltban véasarol. A kovetkezd
SMS-t kapja:

01.20. 11:30

Viasdrlas Osszege: 8,5 eurd. A honapban
felhaszndlt dsszeg: 53 450 Ft.

Péter megnézte az el6z6 vasarlaskor kapott SMS-ét, abban ez allt:
01.16. 16:51

Vasarlas Osszege: 12 560 Ft. A hénapban
felhaszndlt dsszeg: 50 730 Ft.

Hany forintot szamolt a bank 1 eurdért, ha a két vasarlas kozott nem valtozott a szamlan 1év6 6sszeg?

c) (2006) Péter Londonbdl hazafelé jovet a repiilégépen a kovetkezéket olvasta a Times cimi Gjsag sportrovataban:
»Jonathan Edwards angol atléta a Goteborgban zajlo vildgbajnoksagon kereken 60 labra javitotta a harmasugras

vildgcesucsat. A korabbi vilagesucsot szintén Edwards tartotta 58 1ab és 4% inch-es eredménnyel”

Péter tudta, hogy 1 1ab = 12 inch, és ennek alapjan sikeriilt kiszdmitania, hogy Edwards mennyivel javitotta meg
sajat korabbi rekordjat. Melyik eredményt kapta a kovetkezok koziil?

el a1 a1 443
114b 5 4 inch 11db 7 4 inch 7 1ab 4 inch 114b 4 4 inch

C
EMELT SZINT

1.

. .. P 1 1_3-2 1
Figyel kovetk letet! = )

igyeld meg a kovetkez6 miiveletet > 3= 33 ~3.3

18— 13,
18-13 °

1

Hasonl6 médon ird fel két kiilonb6z6 nevez6ji tort killonbségeként:

S e W

Hatdrozd meg a kifejezés értékét szamologép hasznalata nélkiil: 157331V 3.3 99100 "

Az okori Egyiptomban a 0 és 1 kozotti racionalis szamokat olyan kiilonboz6 tortek dsszegeként adtak meg, melyek
szamlaldja 1, nevezdje egy pozitiv egész szam. Példaul: % = % + % + % Azokat a torteket, melyeknek a szamlaléja
1, nevezdje egy pozitiv egész szam, egyiptomi torteknek nevezik.

17

Ird fel kiilonb6z6 egyiptomi tortek dsszegeként a kovetkezd szdmokat! %, o
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BEVEZETO

Az iskolai konyhara egy megbizhat6 gazdatél vasaroltunk
burgonyat. 15 zsakkal vettiink, zsakonként 30 kg-ot. Beve-
zették a raktarkonyvbe: ,,450 kg burgonya” A raktaros el-
lendrizni akarta a mennyiséget, megmeérte egyiitt a 15 zsa-
kot. A mérleg 456 kg-ot mutatott. Vajon a gazda tévedett a
zsakok mérésénél?

Megoldds

A mérési eredmények kozelitd értékek. Ha nem koz-
lik a mérés pontossagat, akkor a 30 kg-ot tekinthet-
jik kerekitett értéknek, ami azt jelenti, hogy a tomeg
29,5 kg és 30,5 kg kozotti érték.

Mennyi tehat a 15 zsak egytittes tomege?

FELADAT

54

Hasznald a sajat szamologépedet!

1 5 Megmértiik a lakds egyik szobdjanak a hosszat:
435 cm, és a szélességét: 405 cm. Hany m? lehet
a szoba alapteriilete, ha
a) a méréshez mérdszalagot hasznaltunk, igy
a hosszmérésnél +2 cm koriili hibat kévethet-
tiink el?
b) a méréshez iskolai vonalzoét hasznéltunk
(30 cm-es hossztsagu), igy a mérésnél +5 cm

hibat kovethettiink el?

Egy elado lakés egyik szobajanak méretei a hirde-
tés szerint 52 m X 4,5 m. A lakds négyzetméterét
250 ezer forintért kinaljak. ,Mennyit érhet” ez a
szoba, ha a vételdrat csak tizezer forintra kerekitve
van értelme megadni?

Zsuzsa kerékparozik. A kerékparra szerelt digitalis

w
Y

ora szerint a megtett tavolsag 3,8 km, az atlagsebes-
km
ség pedig 16,8 . volt. (A digitalis 6ra a tavolsagot

a biciklikerék keriiletébdl szamolja. Ezt a keriiletet
a kerékparosnak kell megmérnie, majd beirnia az

Legalabb 29,5 kg - 15 = 442,5 kg, és legfeljebb
30,5kg - 15 = 457,5 kg.

29,5 kg 30,5 kg
= = >
1 zsak
442,5 kg 457,5kg
= - —>
15 zsak

Ha a 15 zsak burgonya tomege 442,5 kg és 457,5 kg kozot-
ti érték, akkor lehetséges, hogy mindegyik zsiknak 30 kg
a (kg-okra kerekitett) tomege.

Nem a gazda tévedett, hanem az, aki azt hitte, hogy
a 15 zsak egyiitt pontosan 450 kg-ot nyom!

ora setup [bedllitd] programjaban. A sebességet az

ora a megtett utbol és az eltelt id6bél szamitja ki.)

a) Hany percig tartott Zsuzsa utja?

b) Bence szamologéppel gyorsan kiszamitotta,
hogy Hajni 814,2857143 masodperc alatt tette
meg a 3,8 km-es tavolsagot. Mit gondolsz errél
a kijelentésrol?

4 = Oten beiiltek egy autdba. Egyikiik szerint az 8 ,,su-
lya” (tomege) 67,8 kg, masikuk szerint az 6 sajat
»sulya” (tomege) 73,4 kg, a tobbi harom szerint az
6 tomegiik pontosan 79,3 kg. Mit mondhatunk az
Ot ember egylittes tomegérdl, ha a tomegméréshez
hasznalt mérlegek mérési pontossaga +1%?

Fizikadran egy fémkocka stirtiségét kellett kiszami-
kg
m3
élét 15 mm-nek, a kocka tomegét pedig 9 gramm-

o
Y

tani, és azt — egységben megadni. Bence a kocka

nak mérte. A tavolsag mérésekor 0,5 mm lehetett
a hiba, a tomegmérésnél +0,1 gramm. A szdmo-
last Bence szamologéppel végezte. Mit irhat mérési
eredményként a jegyz6konyvébe?

A SZAMOK VILAGA



Szamok kerekitése

Ha az elsé elhagyott szdmjegy 5 vagy 5-nél nagyobb, akkor felfelé kerekitiink, ha 5-nél kisebb, akkor lefelé.

A 3,1506 ezredekre kerekitve 3,151, szazadokra kerekitve 3,15, tizedekre kerekitve 3,2, egyesekre kerekitve 3, tizesekre
kerekitve 0.

Kerekitett szamok Osszeaddsakor el6szor elvégezziik az dsszeaddst, majd az Osszeget a legnagyobb helyi értékii kerekitett

szdmjegynek megfelelden kerekitjiik.

Példaul: 42,769 + 108,2 + 0,219 + 0,8983 = 152,0863 =~ 152,1. A tagok kozott a 108,2-ben volt a legnagyobb helyi értéki

kerekitett szamjegy, ezért az Osszeget ehhez ,,igazitottuk”

FELADAT

6>

Végezd el a miveleteket zsebszamologéppel, majd
az eredményt kerekitsd 2 tizedesjegy pontossagra!
a) (12,456 — 3,012) - 2

48,52 + 32,71
3,22

c) 4,65
d) 0,034-

b)

3.4
49

HAZI FELADAT

1s

25

Egy téglalap alaku telek egyik oldalat 13,2 m-nek,
masik oldalat 24,5 m-nek mértiik. Mekkora lehet
a téglalap valodi tertilete? (Tegytik fel, hogy a telek
valdban téglalap alaka!)

Az alabbi részlet egy digitdlis fogyasztasméré és
koltségellendrzé késziilék leirasabol vald.
,Uzemi fesziiltség 230 V £10%; hatdsos teljesitmény-
mérési tartomdny: 10-3000 W kozott; pontossig
+5%.
a) Mekkora az a legkisebb, illetve legnagyobb tizemi
fesziiltség, amelyen a késziilék izemeltethet6?

Raadas | KIT CSAPNAK BE A SZAMOK?

Y

Y

(kompetenciamérés, 2013) Rolandnak egy évben
26 nap fizetett szabadsag jar a munkahelyén. Au-
gusztus 1-jén Uj munkahelyen kezd dolgozni, aho-
va az éves szabadsaganak csak a hatralévé honapok
szamatol fiiggd idGaranyos részét viheti magaval.
Ha az igy kapott napok szdma nem egész, akkor
azt az értéket a matematika szabalyai szerint egész
szamra kerekitik.

Hany nap szabadsaga lesz Rolandnak az Gj munka-
helyén ebben az évben?

b) A késziilék azt jelzi, hogy a pillanatnyi teljesit-
mény 1480 W (watt). Hany watt lehet a teljesit-
mény valddi értéke a leirds szerinti pontossag-
gal szamolva?

A kerékpar digitalis 6raja azt jelzi, hogy Hajni 1 6ra

27 percet kerékparozott és 18,7 % volt az atlag-

sebessége. Mindkét érték utolsé szamjegye kereki-
tett. Szamold ki, hany km a legkevesebb, illetve leg-
tobb, amelyet Hajni megtehetett a kerékpdrjaval!
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BEVEZETO
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A villanyora felirata szerint 1 kilowattéra elektromos ener-

gia elfogyasztdsa esetén a mér6dra korongja 600-szor for-
dul kérbe.

~  KILOWATTORA
wirampizise [@]VEL vaLTAKOZOARAMI
FOGYASITASRERG { 978

Egyenes aranyossag

a) Hanyszor fordul korbe a korong egy hoénap alatt, ha
a villanyszamla szerint 192 kWh (kilowattdra) volt az
elektromosenergia-fogyasztas?

b) Mekkora elektromosenergia-fogyasztas tartozik a ko-
rong 1,5 milli6 fordulatdhoz?

Megoldds
a) 192-szer annyi energia elfogyasztasdhoz 192-szer annyi
fordulat tartozik, tehat 192 - 600 = 115 200 fordulat.

1 500 000

b) Az 1,5 millié fordulat = 2500-szorosa a 600

fordulatnak. Ezért 2500-szor annyi energiafogyasztas
tartozik hozza, mint a 600 fordulathoz, azaz 2500 kWh.

Definicio: Akkor mondjuk, hogy két mennyiség egyenesen aranyos, ha teljesiil, hogy ahanyszorosara valtozik az egyik

mennyiség, ugyanannyiszorosara valtozik a masik.

Egyenesen aranyos mennyiségeknél az 6sszetartozo értékparok hdnyadosa (aranya) egyenld.

FELADAT

1 = Egyik energiatakarékos izzénk naponta atlagosan
4,5 oran keresztiil mtikodik, ekozben 36 Wh (watt-
o6ra) energiat fogyaszt.

a) Ha csak ez az egy izz6 mikodik, akkor hanyat
fordul a mérdéora korongja a 4,5 6ra alatt?

b) Mennyi az izz6 fogyasztasa 24 6ras miikodés
esetén?

A folyén lefelé halad egy motoros hajo, allandd
sebességgel. Percenként 52 m-t tesz meg. A folyon
felfelé viszont egy motorcsénak halad, ugyanugy
allandé sebességgel, és percenként 34 m-t tesz meg.

a) Milyen messze keriiltek egymadstol, ha 1 perc
telt el azota, hogy talalkoztak?

b) A talalkozastdl szamitva mennyi id6 telt el, ha
7,5 km-re vannak egymastol?

(Kompetenciamérés, 2015)
Egy cég egyhavi vizdija 18 693 Ft volt. Ebbdl
3436 Ft az alapdij, a tobbi a vizfogyasztassal ara-

w
Y)

nyosan fizetendé dij.
Hany m’ vizfogyasztast tartalmaz a szamla, ha a viz
dija 803 £ 2

m
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Egy ujsagcikkbdl vett idézet:

»...az Ugynevezett el6fizetéses, vagy mas néven magneskartyas gazéra. Ennek az a lényege, hogy a fogyasztd eldre kifizetne
egy bizonyos Osszeget, amelyet egy magneskartyan irna jova a szolgaltato. Amikor elfogy a kartyan 1év6 6sszeg, akkor meg-
sziinik a szolgaltatds. Eppugy, mint a kértyds telefonok esetében...”

Ha a gaz kobmétere 200 tallér, akkor a ,,gazkartya” 140 kobméter gaz felhasznalasat engedi meg. Hany kobméter gazt hasz-

nalhatnank fel ugyanezzel a kartyaval 250 talléros kobméterenkénti ar mellett?

Megoldds

A gazkartya értéke az elfogyaszthaté gdzmennyiség és a gaz egységaranak szorzata (28 000 tallér). Ez a feladat szovege sze-
2

rint nem valtozott meg, ezért ha a gaz dra 20 _ 1,25-szorosara nétt, akkor csak 140 : 1,25 = 112 kébméter gazt tudunk

felhasznalni.

Forditott aranyossag

Definicio: Akkor mondjuk, hogy két mennyiség forditottan aranyos, ha teljesiil, hogy ahanyszorosara né az egyik meny-
nyiség, annyiad részére csokken a masik, illetve ahdnyad részére csokken az egyik, annyiszorosara né a masik.
Forditottan ardnyos mennyiségeknél az 9sszetartozé értékparok szorzata egyenld.

FELADAT

4 - Egy csaldd koltségvetésében mindig ugyanakko- tallér lett. Hany liter benzint vehet a csalad a havi
ra Osszeg szerepel a havi benzinkoltség mellett.

A benzin literje eddig 30 tallér volt, igy 135 litert

benzinpénzbdl az arvaltozas utan?

] . o 5 = Haa tervezett iidiilés napi koltsége 7500 forint, ak-
tudtak egy hénapban megvenni. Arvaltozds miatt : , L ., o -
L kor a félretett pénziinkbdl hat napig pihenhetiink.
a benzin ara , e ; o
Hény napos tdiilésre elegendé ugyanennyi pénz,
a) 27; b) 33 A Tl :
ha a napi koltség 11 250 forint?
HAZI FELADAT
km ) ) a) amelynek darabja 1,5-szer annyiba keriil, mint
15 Ha75 N atlagsebességgel tervezziik az utunkat a2 X tipust
a nyaralas helyszinére, akkor 12 ¢6rat kell autoz- b) amely darabjénak éra csak haromnegyede az
nunk. Mennyi ideig tartana az utazas, ha sikeriilne X tipusti darab drdnak?
km ! 3 4 .
90 —— 4tlagsebességgel megtenni az utat? 3 & Van-e egyenes vagy forditott ardnyossig a kovetke-

h z6 esetekben az egyes mennyiségek kozott:

1o

2 = Energiatakarékos izzokat szeretnénk vasarolni. a) a lakasban 1év6 izzok (villanykorték) szama és

Tobbféle is van a kivélasztott teljesitménytiek ko-
z6tt. Az X tipusbol 9 darabot vehetiink a vasarlasra
szant 6sszegbdl.

Hany darabot vehetiink ugyanekkora dsszegért ab-
bdl a tipusbol,

16. lecke | ARANYOSSAG

a havi villanyszamla 6sszege;

b) a piac egyik arusatol vasarolt krumpli tomege
és az érte fizetett pénz;

c) az internetezésre forditott id6 és a megszerzett
tudas?
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Apénak, Katinak és Zolinak egy 150 négyszogol nagysagu teriiletet kell feldsniuk. Ugy tervezik, hogy mindhdrman ugyan-
annyi ideig dolgoznak. Fél 6ra alatt Zoli masfélszer akkora résszel végez, mint Kati, Apa pedig akkora teriiletet as fel, mint a
két gyerek egyiittvéve. Kire hany négyszogolnyi teriilet jut?

Megoldds
A fél 6ra alatt feldsott tertletek:

Kati: 2 rész Zoli: 3 rész Apa: 5 rész

A 150 négyszogolet fel kell osztani 2 : 3 : 5 ardanyban: 2 + 3 + 5 = 10, ezért a 150 négyszogolet 10 egyenld részre osztottak,
2 részt kapott Kati, 3 részt Zoli, 5 részt Apa.

150:10 = 15, ezért  Kati része: 2 - 15 négyszogol = 30 négyszogol,
Zoli része: 3 - 15 négyszogol = 45 négyszogol,
Apa része: 5 - 15 négyszogol = 75 négyszogol.

Aranyos osztas

Ha egy A mennyiséget adott aranyok szerint kell tobb személy kozott szétosztanunk, akkor az A mennyiséget elosztjuk az
aranyszamok 6sszegével, igy megkapunk egy részt; mindegyik személy annyi részt kap, amennyit az 6 ardnyszima mutat.

Példaul a2 : 3 : 5 esetben az aranyszamok Osszege 2 + 3 + 5 = 10.

FELADAT

1 5 Az elkészilt nyers- 3 5 (Kompetenciamérés alapjan, 2013)

tészta tomege 1,8 kg. A mozi biiféjében a kovetkezd akciot hirdették.

A liszt, a zsiradék,

valamint az egyéb PAROS MENU csak 1680 ft
adalékanyagok tome- S

gének aranya 6:2 : 1. % UDITO + POP CORN
Mennyi lisztet, zsira- 3dl+5dl 1,51+2,51

dékot és egyéb Osszetevét tartalmaz a tészta?

Hogyan ossza el két baratn6 a Paros menii arat, ha

2 - Keétszam ardnya 3 : 5. Melyik ez a két szdm, ha egyikiik mind az dit6ébél, mind a kukoricabdl a
a) osszegiik 1500; kisebbet véalasztotta, és mindenki a ra esé részt fi-
b) szorzatuk 15007 zeti?
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4 5 (Kompetenciamérés, 2013) A KEK BOLYGO 14.50-16.10
Kléra a konyhdja falat lila szintire szeretné festeni. I I I [ [ |
A lila festéket harom szinb6l: kékbdl, pirosbol és
sargabol keverik ki szdmara. A keverékben a kék, Ha a fenti képet latjuk az informaciés oldalon,
piros és sarga szinek aranya 4 : 5: 1. hany perc van még hatra a filmbdl?

A raktarban 6 liter kék, 9 liter piros és 2 liter sarga
festéket talaltak. Legfeljebb hany liter lila szin fes- 6
téket lehet kikeverni a raktarban 1év6 készletekbol? teljes tav %-5(1 részét. A kovetkezé hdrom napon

Egy 4 napos kirandulds soran elsé nap megtettiik a

Y

megtett tdvok aranya 5: 4 : 3.

B> (Kompetenciameres, 2012) Mekkora tavokat tettiink meg az egyes napokon, ha

Egy televizi6 informacids oldala a filmek kezdési és a teljes tav 72 km?

befejezési id6pontja mellett azt is mutatja, hogy az

épp futd film hanyad részénél tart.

HAZI FELADAT

1 5 (Kompetenciamérés, 2016) b) Mennyi kaposztara van sziikség, ha Osszesen
Miklés interneten tolt ki egy kérdéivet. Az abran 10,5 kg a hozzavalo zoldségek egyiittes tomege?
sziirke szin jelzi, hogy a kérdések hanyadrészét tol-
totte ki. 3 = Egy csalad havi nettd bevétele 276 ezer forint. Az

Hény kérdés van még hatra, ha eddig 15 kérdésre rendre 10: 4 : 3 : 6. Hany forintot lehet kolteni az

étkezésre, lakhatasi koltségekre, szamlakra, vala-

mint egyéb kiaddsokra fordithat6 6sszegek aranya
felelt? egyes kiadasi tételekre?

2~ Anya csalamadét készit, melyben a paprika, az 4 s Két szam aranya 5 : 6. Melyik ez a két szam, ha

Y

uborka és a kdposzta ardnya 2 : 2 : 3. a) Osszegiik 110;
a) Mennyi kdposztara van sziikség, ha 5 kg uborka b) szorzatuk 120;
kertil bele? c) kilonbségik 130?

RAADAS

1. Szende és Vidor egy kor alaku palydn, egymassal szemben futva edzést tartanak. Nem egyszerre indulnak: amikor
Vidor elindul a starthelyrdl, akkor Szende mar a palya %—ét megtette. Amikor Vidor megteszi a palya %—ét, akkor
szembetalalkozik Szendével. Ekkor Vidor rakapcsol. Hanyszorosara kell névelnie a sebességét, hogy Szendével egy-
szerre érjen vissza a kiindulasi pontba?

2 . (Kompetenciamérés, 2012)

A hajézasban a sebességet nem km/6raban, hanem csoméban mérik. A csomé az egy 6ra alatt megtett tengeri mérfol-
dek szdma (1 tengeri mérfold = 1852 m).
Hany km/6ra sebességgel halad az a hajo, amelynek hajozasi sebessége 18 csoma?

17. lecke | ARANYOS OSZTAS
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Raadas

BEVEZETO

Ma mar szinte minden kerékparon ,,szériatartozék” a sebességvalto. De hogyan is
miikodik valéjaban, és hany ,,sebességes” egy atlagos bicikli?

A kerékpar haladasi sebessége adott méretti keréknél attol fiigg, hogy hanyat for-
dul a kereke 1 méasodperc alatt. Ha nem cstsznak a kerekek, akkor az els6 kerék
ugyanannyit fordul, mint a hatsé. A hatso kerék pedig annyit fordul, ahanyat az

KIDOLGOZOTT FELADAT

60

27"-0s (27 colos; 1 col kb. 2,54 cm) kerekd kerékparon tlve
masodpercenként 1 teljes fordulatot tekeriink a pedallal,
azaz az els6 fogaskerék masodpercenként egy teljes fordu-
latot végez. A lanc a 24 fogu elsé és az ugyancsak 24 fogu
hétso6 fogaskeréken fut. Mekkora sebességgel haladunk?

Megoldds

Mivel a két fogaskerék egyforma nagy, a pedal egy koriil-
forditdsa alatt a hats6 kerék is egyet fordul. Igy a kerék-
par 1 masodperc alatt akkora utat tesz meg, amekkora
a 27" atmér6ju kerék kertilete, azaz 27"-m = 215 cm-t.

A kerékpar sebessége tehat
2152 = 215,36 X2 -7 7 kn

s h h
A kerékpar sebessége attdl fiigg, hdnyat fordul a hatsé fo-
gaskereke masodpercenként.
Hogyan lehetne noévelni a bicikli sebességét, mikozben
a pedalozas tempdja alland6 marad?

a hitsé fogaskerék, amelyen a biciklilanc fut éppen. A hat-

fog van az els6 (hajtd) és hany a hatsé (hajtott) fogaskeréken.

Ha példaul a lanc olyan els6 fogaskeréken fut, amelynek 24 foga van,

akkor a fogaskerék egy koriilforditasa alatt a lanc 24 szemet
halad. Ha ez a lanc egy 24 fogt héts6 fogaskeréken fut, akkor
a 24 lancszem azon is pontosan egyet fordit.

s6 fogaskerék fordulatszama pedig attol fiigg, hogy hany

Els6 médszer

Szereljiink elére nagyobb fogaskereket! Ha pl. a hajté fo-
gaskeréknek nem 24, hanem 48 foga volna, akkor egy for-
dulatra 48 szemet hajtana a lancon, ez viszont a 24 fogu
hétso kereket pont kétszer forditand meg ugyanannyi id6
alatt.

Elsé (hajtd) 24 fogu hats6 fogaskerék

fogaskerék fordulatainak szama
fogszama egy »pedaltekerés” alatt
24 1
48 2
1
12 5
E
36 5

A tablazatban az Osszetartozo értékparok hanyadosa allan-
524 48 1236

2 2
Ha a hatsé fogaskerék fogainak szdma véltozatlan és a teke-

rés sebessége nem viltozik, akkor a bicikli sebessége egye-
nesen aranyos az elsé (hajto) fogaskerék fogainak szamaval.

A SZAMOK VILAGA



Mdsodik médszer

) ) Hatsé Hétso fogaskerék fordulatainak
Ugyanezt a hatast ugy is elérhetjiik, ha hatulra kisebb fogas- fogaskerék szdma a 24 fogu elsé fogaskerék
kereket szereliink. Ha pl. az els§ fogaskerék fogainak szama fogszdma egyszeri koriilforditdsa alatt
24, a hats6é viszont csak 12, akkor az els6 kerék egy fordulata 24 1
(24 lancszem) a hatsén kett6t forditana. 12 5
Ebben a tabldzatban az dsszetartozd értékparok szorzata dllando: 8 3
24-1:12'228-3:16-22...:24. 3
2 16 B

Ha az els6 fogaskerék fogainak szdma valtozatlan, akkor a bicikli

sebessége forditottan aranyos a hatso (hajtott) fogaskerék fogainak szamaval!

Mindkét mddszerrel ugyanarra az eredményre jutunk: az elsé fogaskerék egyszeri koriilforditasa alatt a hatsé fogaskerék
annyit fordul, ahanyszor annyi foga van az els6 fogaskeréknek, mint a hatsdnak, vagyis amig egyet tekertink a pedallal, addig
els6 fogaskerék fogainak szama

a hats¢ biciklikerék fordulatainak szama = —— - - —.
hatsé fogaskerék fogainak szama

Lathato, hogy a fogaskerekek fogszamanak valtoztatdsaval tudjuk valtoztatni a bicikli hatsé kerekének fordulatszamat
— és igy végs soron a kerékpar sebességét.

FELADAT

4 5 27"-os kerekd kerékparon iilve 1 masodpercenként 1 teljes fordulatot tekeriink a pedallal. A lanc a 48 fogt els6 és
a 14 fogu hatso fogaskeréken fut. Mekkora sebességgel haladunk? (1" =~ 2,54 cm)

Fogak Fogak ) Az egyik legelterjedtebb sebességvalto-
, . , , Fordulatszdm , , .
szdma el6l  szdma hétul rendszer esetében a pedallal hajtott ten-
14 3:43 gelyen harom fogaskerék van (fogsza-
16 3,00 s .
18 567 muk 28-38-48), a hatso tengelyen pedig
48 21 229 hat (fogszdmuk 14-16-18-21-24-28). Az
24 2,00 ilyen bicikliket dltalaban ,,18-sebességes-
28 L71 ként” reklémozzék, de vajon tényleg eny-
i: i;lg nyi kiilonb6z6 sebességfokozatuk van?
T 2:1 . Szamitsuk ki a hatsé tengely fordulatainak szamat egy pedaltekerés alatt
= 21 1,81 (mialatt az elsé fogaskerék egyet fordul) az Osszes lehetséges esetben, és
24 1,58 foglaljuk tablazatba ezeket az értékeket!
28 1,36 A tablazatban rézsaszinnel jelolt kapcsolasokat nem javasolt hasznalni,
14 2,00 . . » o .
16 L7 ezekben az esetekben ugyanis a lanc ,keresztben” fut a széls6 fogaskerék-
2 18 1:56 parok kozott.
21 1,33 Az sszekapcsolt értékek elég kozel vannak egymaéshoz (kiilonésen a barna
24 1,17 vonallal 6sszekotottek), igy a tablazat alapjan megallapithatd, hogy valdja-
28 1,00

ban csak kb. 10 lényegesen kiilonboz6 sebességfokozat van.

Azt a - gyakorlatbdl jol ismert — tényt is megerdsiti a tablazat, hogy atlagos biciklizéshez nagyjabol elég a harom els6
fogaskerék koziil a kozépsot hasznalni.

A legkisebb fogszamu els6 fogaskerékre (lassu fokozatra) ,levaltani” csak a hatsé fogaskoszoru két legnagyobb fogsza-
mu fogaskerekének hasznalatahoz van értelme (pl. hegyre feljutashoz).

A legnagyobb fogszamu elsé fogaskerékre (gyors fokozatra) ,felvaltasnak” csak a hatsé fogaskoszoru két legkisebb fog-
szamu fogaskerekének hasznalatahoz van értelme (pl. sik orszaguti kerékparozashoz).

Raadas | ARANYOSSAGOK A BICIKLI KORUL



FELADAT (parmunka)

2 5 Van-e egyenes vagy forditott aranyossag (és ha van,

milyen) a kovetkez6 mennyiségek kozott?

a) A biciklikerék fordulatszdma - a bicikli éltal
adott id6 alatt megtett t.

b) A biciklikerék fordulatszama — a kerék sugara.

c) A bicikli sebessége — a bicikli altal adott id6
alatt megtett ut.

d) A biciklikerék sugara - a bicikli sebessége
(adott fordulatszdm mellett).

e) A sebességfokozatok szama — adott tipusu bi-
cikli 4ra.

A hézunktol az iskolaig altalaban 30 percig tart az
ut biciklin. Ma azonban késve indultunk, 20 perc
alatt oda kell érniink. A megszokottnal hanyszor
nagyobb sebességgel kell biciklizniink?

HAZI FELADAT

62

Y

1 5 Szamitsd ki, hanyat fordul a hats6 kerék egy perc

alatt az aldbbi esetekben!

a) Az els6 fogaskerék fogainak szama 48, a hatsoé
21, és az els6 fogaskerék masodpercenként 1-et
fordul.

b) Az els6 fogaskerék fogainak szama 48, a hatsoé
21, és az els6 fogaskerék masodpercenként 1,5-
et fordul.

c) Az els6 fogaskerék fogainak szama 38, a hatsoé
28, és az els6 fogaskerék masodpercenként 2-t
fordul.

Mekkora a 20"-0s, a 26"-0s és a 28"-0s kerék kerii-
lete? (1" = 2,54 cm)

Mekkora sebességgel halad a 20"-o0s, a 26"-o0s, il-
letve a 28"-0s kerékpar, ha mindegyik kerék kettot
fordul masodpercenként? Igaz-e, hogy a sebessé-
gk ardnya 10 : 13 : 14?

(0]
Y

A biciklik sebessége a kerekek fordulatszaman ki-
vill a kerékatmérotdl is fiigg (logikus: nagyobb ke-
rék egy-egy fordulattal tobbet halad elére). Hany-
szorosara nd az egy fordulattal megtett ut hossza,
ha a kerékatmér6t 1,2-szeresére noveljik?

24"-0s (24 colos — 1 col kb. 2,54 cm) kerékatméro-
jt biciklinkrdl attettiik a sebességmérdt egy 27"-os
kerekd gépre. Meglepédve tapasztaljuk, hogy

— habar a miiszer végig 20 %-s sebességet jel-

zett, mégis — tobb mint 20 km-t tettiink meg egy
ora alatt. Mennyivel tobbet? (Pontosan emiatt kell
a sebességméroket mindig az adott kerékparhoz
beallitani.)

Létezik 30-42-52 fogszamu elsé lanckerék is. Az els6
fogaskerék 1-et fordul. Masold be a tablazatot a fii-
zetedbe, és toltsd ki a hidnyzé mezdit a fiizetedben!
(A ,keresztbe valtas”-nak megfelel6 esetek nem sze-
repelnek a tablazatban.)

Els6 fogaskerék  Hitsé fogaskerék Hats6 fogaskerék

fogszama fogszama fordulatainak szama
14 3,71
16 3,25
42 14
18 2,89
42 16
21 2,48
42 18
24 2,17
21 2,00
30 16
42 24
30 18
42 1,50
30 21
30 24
30 1,07

A SZAMOK VILAGA



Két szam hdnyadosat mas széval a két szam aranyanak is mondjuk.
Példdul

30
a 30 és a 45 aranya e két szam hanyadosa: 30 : 45, vagy tortben felirva: =3

Ha két egyenlé ardnyt az = jellel kotiink 6ssze, aranypart kapunk.

a 30 és a 3 a kiils6 tagok.

a két belsd tag szorzata: 45 - 2 = 90,
a két kiils6 tag szorzata: 30 - 3 = 90.

FELADATOK

1.

(Kompetenciamérés, 2012)

Gabor autot szeretne vasarolni. Egy angol autdkkal
kereskedé cég honlapjan a meghirdetett autok néhany
fontos adata angol mértékegységekben van megad-

va. A Gabor altal kivalasztott aut6 atlagfogyasztasa
gallon
foldet tud megtenni.

, vagyis 1 gallon tizemanyaggal 41,3 mér-

Valtsd at ezt a mértékegységet a Magyarorszagon
hasznalatos mértékegységre (liter/100 km)!

1 gallon megkozelitSleg 4,55 liternek, 1 mérfold ko-
riilbeliil 1,6 km-nek felel meg.

(Kompetenciamérés nyoman, 2009)

Egy emberre a Foldon atlagosan 1,8 hektar teriilet jut,
ennyi teriilet adott atlagosan egy ember energia- és
élelmiszer-szitkségletének kielégitéséhez. Ehhez ké-
pest az egyes ember az 4tlagosnal sokkal tobbet vagy
lényegesen kevesebbet hasznal fel a Fold javaibdl attol
fiiggéen, hogy melyik orszagban és milyen kortilmé-
nyek kozott él. Azt a foldtertiletet, amelyet egy ember
sajat energia- és életsziikségleteinek a kielégitéséhez
igénybe vesz, 6kologiai labnyomnak nevezziik. A ko-
vetkezd tablazat hét orszag atlagos lakéinak ckoldgiai
labnyomat tartalmazza.

Raadas | ARANYOSSAGOK A BICIKLI KORUL

2
3

Itt a tortet 15-tel egyszertsitettitk. Azt latjuk, hogy a 30 és a 45 aranya ugyanannyi, mint a 2 és a 3 aranya, vagyis
30:45=2:3.

Az = jel melletti szamok a belsé tagok, a masik kett6 a két kiilsé tag.
Példdaul
a 30:45 = 2: 3 egy aranypdr. Igy olvassuk: a 30 ugy aranylik a 45-hoz, mint a 2 a 3-hoz. Itt a 45 és a 2 a bels§ tagok,

Az aranyparban a két bels6 tag szorzata ugyanannyi, mint a két kiils6 tag szorzata.
Példdul
a30:45 = 2: 3 aranypar esetében

Orszag Okolégiai labnyom
Egyesiilt Arab Emirségek 12 hektar
Amerikai Egyesiilt Allamok 9,6 hektar
Finnorszag 7,6 hektar
Magyarorszag 3,5 hektar
Banglades 0,5 hektar
Szomalia 0,4 hektar
Afganisztan 0,1 hektar

a) Hany ,Fold”-re lenne sziikség, ha minden ember
az Egyesiilt Arab Emirségekben é16khoz hasonld
mértékben hasznalnd a Fold javait?

b) Hany ,,Fold”-re lenne sziikség, ha az emberiség fele
a Bangladesben él6khoz, egynegyede a Magyaror-
szagon él6khoz, és egynegyede a Finnorszagban
€él6khoz hasonlé mértékben hasznalna a Fold javait?

(Kompetenciamérés, 2017)
Egy kilfoldi turista Magyarorszagon vasarolt, és
eurdval fizetett. A szamla végén a kovetkezd allt.

SZAMLA
Ennyi pénzt kell fizetnie. ——————— Fizetendo: 2500 Ft
Ennyi pénzt adott a pénztarosnak. ——» Készpénz: 10 eurd

Hany forintot kapott vissza, ha a bolt 1 euro = 305 fo-
rintos drfolyamon valtotta az eur6t?
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KIDOLGOZOTT FELADAT

A kovetkezd feladatok az 1920-as évek hangulatat idézik.

1. Egy badogos ajnlatot nyujt be egy hirdetett munkara. Banatpénziil
8,5%-ot kell az ajanlathoz mellékelnie. Mennyi ez a bdnatpénz, ha:
a vallalt 6sszeg 3130 pengd? (A banatpénzt a badogos fizeti el6r 3
s ha mégsem végzi el a véllalt munkat, akkor ezt elvesziti. Ha elvégzi
a munkat, akkor visszajar neki.) -

Megoldds

A 3130 pengd 1%-a (egy szazadrésze) 31,3 pengd, ezért a 3130 pengd
8,5%-a a 31,3-nek a 8,5-szerese: 31,3 - 8,5 = 266,05 pengd. A badogosnak
tehat 266,05 pengd banatpénzt kellett az ajanlatahoz mellékelnie.

ELMELET

Egy szamnak az 1%-a az egy szazadrészét jelenti. A 129-nek az 1%-a: 129 : 100 = 1,29.

Ha egy A szamnak keressiik a p%-at, akkor az A-t alapnak, a p-t szazaléklabnak, az eredményt (s) szazalékértéknek
nevezziik.

A szazalékszamitasnal hasznalhato képletek

2. 100.
p

A
Szazalékérték kiszamitasa: s = 100 p. Szazaléklab kiszamitdsa: p = i -100.  Alap kiszdmitdsa: A =

KIDOLGOZOTT FELADAT
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2 . Egy ipari vallalat, amely 24 600 pengé befektetéssel 3. Az5%-rakihelyezett téke 1 év alatt 160 pengd kama-

dolgozik, az tizleti év végén 4182 pengd nyereséget tot hoz. Mekkora ez a kihelyezett t6ke?
mutat ki. Hany szdzalék ez a nyereség?

Megoldds

Megoldds

Az 1%-os nyereség 24 600 : 100 = 246 pengé lenne. Azt
kell tehat megallapitanunk, hogy a 4182 pengé hanyszoro-
sa a 246 pengonek. 4182 : 246 = 17, tehat a véllalat 17%-os
nyereséget ért el.

(A haszndlatba adott pénzt tékének nevezziik, a haszndla-
tért jaré dijat pedig kamatnak. A pénz haszndlatdért jdré
dij megaddsakor a szdzaléklab helyett a kamatldb kifejezés
is gyakori.)

A kihelyezett téke 5%-a 160 peng6, ezért a téke 1%-a
160

e 32 pengd6. A kihelyezett t6ke ennek a 100-szorosa,

azaz 3200 pengd.

A SZAMOK VILAGA



FELADAT

4 = Mennyi kamatot kell fizetniink, ha 18 ezer forintot 4 = Egy 4cs munkat véllalt 739,5 pengéért. Ugy gon-
kértiink kolcson egy évre, és a kamatlab évi dolja, hogy a munkan 12% haszna lesz. Mennyi ha-
a) 12%; b) 10%? szonra szamit? (A vallalt 6sszeg tartalmazza a ter-
vezett hasznot.)

2 5 Kolcsonkértiink egy évre 25 ezer forintot. Mennyi 5 5 Egy malom elad 1 vagon (10 tonna) lisztet, ton-

Y

a kamatlab, ha az év végén ndnként 512 pengéért. A bizoményos (forgalma-
a) 2750; b) 1250 z0) a vételarbol levon 28,5 pengé koltséget, 0,1%
forint kamatot kell fizetniink? alkuszdijat és 0,75% jutalékot. Mennyi pénzt kiild

az eladonak?

3 = Mekkora 6sszeget kértiink kolcson, ha 6 = Helyes-e az alabbi okoskodas? Vélaszod szamitas-
a) a kamatlab 12%, és egy évre 3600 forint volt sal indokold!
a kamat; Ha a benzin dra 20%-kal csokkenne, akkor 20%-kal
b) a kamatlab 9,5%, és egy évre 4750 forint volt t6bb benzint vehetnénk, mint eddig, persze ugyan-
a kamat? annyi pénzért.

HAZI FELADAT

1 5 Egy alkusz (mai széval: ingatlankozvetité) 76 500 3 5 A cukorrépabol 5% nyerscukrot nyernek. Mennyi
pengdért adott el egy birtokot, amiért 0,35% al- cukorrépa sziikséges 1 vagon (10 tonna) nyerscu-
kuszdijat kapott. Mennyi ez a dij? kor eléallitasahoz?

2 - Egy keresked 250 pengéért vett arujat 300 pengo- 4 - Mennyi volt a vételar, ha a 4% engedmény leszami-
ért adta el. Ez hany szazalékos haszon? tasa utan 816 pengdt fizettiink?

RAADAS
Igaz vagy hamis? Karikazd be a helyes valaszhoz tartozé bettit! A helyes vélaszokhoz tartozé betlikbdl egy magyar feltaldlo

nevét rakhatod ki. Taldlmdanyat te is sokat hasznélod ©!

Igaz Hamis

Ha egy mennyiség 200%-kal nd, akkor a kétszeresére véltozik. S L
Ha egy mennyiség 20%-kal csokken, akkor %-szeresére valtozik. A S
Ahhoz, hogy 80-bol 70 legyen, 12,5%-0s csokkenés sziikséges. R D
A 45 a 200-nak 22,5%-a. A I
Ha egy mennyiség 50%-kal csokken, majd Gjbol 50%-kal csokken, akkor nem marad beléle semmi. K B

Ha 1 zsak btiza 30%-at a legnagyobb fiu kapja, %—ed részét a kozépsdé fitl kapja, akkor a legkisebb

M )
fiunak kevesebb marad, mint 30%.
Ha egy termék dra 40%-kal csokken, majd utdna 30%-kal csokken, akkor olcsobb lesz, mint az eredeti i T
ar 45%-a.
Ha a 60 cm-t 60%-aval noveljiik, akkor tobbet kapunk, mint 1 m. M L
A 100 tdbb, mint a 110-nek a 90%-a. ¢} A
Ha egy mennyiség 20%-kal csokken, majd 15%-kal nd, akkor kevesebb lesz, mintha el6bb né 15%-kal N 7

és utdna csokken 20%-kal.

18. lecke | SZAZALEKSZAMITAS



BEVEZETO

Szazalékos megoszlas

66

Magyarorszag népessége 1999-ben kereken 10 milli6, a népesség korosztaly szerinti megoszlasa pedig a kovetkez6 volt:

0-14 éves: 20%, 15-39 éves: 35%, 40-59 éves: 25%, 60 év folotti: 20%.
a) Abrézoljuk a kor szerinti szézalékos megoszlast diagramon!

Megoldds
a) .. -
Savdiagram Kordiagram
| | 60 és
60 és folotte
0-14 15-39 40-59 folstte
0% 20% 40% 60% 80% 100%

Haény £6 tartozott az egyes korcsoportokhoz?

Oszlopdiagram
%
40
30
/1) AR N I S S—
10
életkor
0+ + + + + '
0-14 1539 40-59 60 és @)
folétte

b) Az egyes korcsoportok népessége rendre a kovetkez6: 2 millio, 3,5 millio, 2,5 milli6 és 2 millié.

@ Az abrékon lathat6 diagramok megfeleld tdbldzatkezeld programmal is megjelenithetdk.

FELADAT

1S

Egy 15 000 Ft-os kabat arat el6szor 10%-kal csok-

kentették, majd az 4j arbol még 20%-os enged-

ményt adtak.

a) Mennyibe kertilt a kabat az egyes arcsokkenté-
sek utan?

b) Hany szazalékkal lett olcsobb a kabat az eredeti
arhoz képest a masodik arleszallitas utan?

A 30%-os arleszallitas utan 10 500 forintba keriil
egy kabat. Mennyi volt az dra az arleszallitas el6tt?

Egy laptopot reklamozé hir-

IAKCIOSTAR'
126 890 Ft

detésen ez olvashato:
Eredeti 4r: 136 890 Ft.
Akcids ar: 126 890 Ft.

a) Hany szazalékos engedménnyel druljak a gépet?

b) A 126890 Ft-osbrutt6 aranettd arnaka 120%-a.
Hény forint a nettd ar, és mennyi a nettd arra
rakddo forgalmi adé (afa)?

45

(4]
Y

A legutols6é matekdolgozat 6sszpontszama 80 pont
volt. Jelest kapott, aki elérte az Gsszpontszam 85%-
at, négyest, aki elérte az 6sszpontszam 70%-at, ko-
zepest, aki elérte az 55%-ot és elégségest, aki elérte
a 40%-ot.
a) Hany pontot kellett elérni az egyes osztalyza-
tokhoz?
b) A dolgozatok kozott 5 jeles, 7 négyes, 8 koze-
pes, 3 elégséges és 2 elégtelen volt.
Az Osszes megirt dolgozat hany szazaléka lett
jeles, jo, kozepes, elégséges, illetve elégtelen?
c) A dolgozatokra kapott osztalyzatoknak hany
szazaléka lett jobb, mint az osztalyzatok atlaga?

Egy bank az évi 6%-os betéti kamat helyett most
érdekes, szokatlan kamatozasu betéti lehetGséget
kinal. Eszerint a betét elsé 100 000 forintja utan
évi 4%-os kamatot, a 100 000 forinton feliili részre
pedig évi 8%-ot fizetnek. Az akcids betétek esetén

A SZAMOK VILAGA



azonban az év végén, a kamat jovairasa utdn, a ka-

mattal megnovelt 6sszeg 1%-at levonjak kezelési

koltségként.

a) Hany forint lenne az akciés betéti szamlan egy
év utan, ha most 300 000 forintot helyeziink el
rajta?

b) Hény szazalék tényleges kamatot fog hozni ez
a 300 000 forint egy év alatt (azaz hany szaza-
lékkal n6tt meg a 300 000 forint)?

HAZI FELADAT

1 - Egy vallalkozé megkapja az elvégzett munka dijat

és még 20% afat.

a) Mekkora 6sszegrol allit ki szamlat a vallalkozo,
ha az elvégzett munka dija 150 000 Ft?

b) Mennyi az elvégzett munka dija, ha a kiallitott
szamla 105 000 Ft végosszegii?

2 = Az1999-es statisztikai adatok szerint Magyarorsza-

gon az ipar szerkezeti megoszlasa a kovetkez6 volt:
nehézipar 64%, konnytipar 21% és élelmiszeripar
15%. Abrézold oszlopdiagramon és kérdiagramon

az eloszlast!

RAADAS

1.

2007-ben savos addzas volt Magyarorszagon. Kovacs ur

2007. évi adokoteles éves jovedelme 3 003 402 Ft volt.

Az abran lathatd addzasi ttmutatd alapjan:

a) dontsd el, hogy jol szamolta-e ki Kovacs ar az addbe-
vallasaban szerepel6 938 449 Ft fizetendd addt;

b) szamold ki, hogy Kovacs ur egész évi (bruttd) jove-
delmének hany szazalékat teszi ki a személyi jovede-
lemado!

Melyik sajtféle tartalmaz tobb zsiradékot?

A 30 dkg tomegti, 40% szarazanyag-tartalmu, 45% zsirtartalmu (mozzarella) sajt, vagy az ugyancsak 30 dkg tomegt,
55% szarazanyag-tartalmu, 30% zsirtartalmu (edami) sajt? (A zsirtartalom azt adja meg, hogy a szarazanyag-tartalom

hany szazaléka zsir.)

(Kompetenciamérés, 2012)

Egy feny6erdé faallomdnya jelenleg 8000 fa. Minden évben kivagjak az dllomany 20%-4t, de 800 dj fat is Gltetnek.

Hany fabdl allt a fadllomany 2 évvel ezel6tt?

19. lecke | SZAZALEK MINDENUTT

6 = Egy laptop vasarlasakor kapott szamlanak csak két
sora maradt meg (az abran lathatd).

Afa 6sszesen: 23 183,00

Szamla bruttd végosszege: 139 100,00

a) Mennyi volt a késziilék nett6 ara?
b) A nettd ar hany szazaléka az 4fa?
c) A brutt6 ar hany szazaléka az afa?

Egy utazasi iroda felemelte az drait 20%-kal. A for-
galomcsokkenés miatt egy év mulva ismét az ere-
deti drakhoz tért vissza. Hany szazalékot kellett
engednie a felemelt arakbdl?

Egy konténernyi narancs brutté tomege 3200 kg.
Hany kg a narancs netté tomege, ha a tara (a cso-
magolas tomege)
a) abrutté tomeg 20%-a,

(bruttd tomeg = nett6 tomeg + tara)
b) anetté tomeg 15%-a?

Adotabla
Szja. tv. 30. §
A 2007. évi jovedelmekre érvényes adokulcsok és adosavok

Az add mértéke

18%

A jovedelem nagysaga
0-1 700 000 Ft-ig

1700 001 Ft-tdl
306 000 Ft és az 1 700 000 Ft-on feliili rész

36%-a

KIDOLGOZOTT FELADAT a szamitott ado kiszamitasara:

Az ad6z6 6sszevont addalapja ... 1960 000 Ft

Az ad¢ kiszamitasa:

1700 000 Ft addja......... 306 000 Ft
260 000 Ft (1 960 000-1 700 000) 36 %-a 93 600 Ft

1 960 000 Ft addja......... 399 600 Ft
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Antal bacsi takarékkonyvben helyezett el 160 ezer forintot.
Az éves kamat 7%. Azt reméli, hogy négy év mulva leg-
alabb 200 ezer forintot kap vissza. Teljesiil-e a reménye?

Megoldds

Egy év alatt Antal bacsi pénze 7%-kal né. Ezért az els6 év
végén a megnovekedett Osszeg az eredeti 160 000 forint
1,07-szorosa lesz: 160 000 - 1,07 forint (171 200 Ft). A ko-
vetkezd év elején a megnovekedett dsszeg lesz a t6ke, amely
7%-kal n6 az év végére. Foglaljuk tdblazatba a négyéves fo-
lyamatot!

Az els6 év végén 160000 - 1,07, a masodik év végén
160 000 - 1,072, a harmadik év végén 160 000 - 1,07°,

a negyedik év végén pedig 160 000 - 1,07* forint lesz
Antal bacsi takarékkonyvében. Tehat Antal bacsi pénze jol
megszaporodott, tobb lett 200 ezer forintnal.

Toke az év  Kamattal megnovelt 6sszeg
elején (Ft) az év végén (Ft)
1. évben 160 000 160 000 - 1,07 = 171 200
2. évben 171 200 171 200 - 1,07 = 183 184
3. évben 183 184 183 184 - 1,07 = 196 007
4. évben 196 007 196 007 - 1,07 = 209 727

A végeredmény kiszamitdsahoz a hatvdnyozas mtiveletét
hasznaltuk:
160 000 - 1,07 ~ 209 727.

Definicié: Ha a egy tetszdleges valds szdm és n egy 1-nél nagyobb egész szdm, akkor a” olyan n tényezds szorzat, amelynek

mindegyik tényezbje a.

Példaul: 7' =7-7-7-7; (=3 =(=3)- (=3)=9; (%)3

Ertelmezziik azt is, hogy a' = a .

1o

2.2_8 . 0®*=0.0.0=
St =15 0=0-0-0=0

Az a" kifejezésben a az alap (hatvényalap), n a kitevé, a” pedig a hatvany.

FELADAT

1 5 Kosd ossze az egyenléket! Az egyik hatvanynak

3 = Kosd 0ssze az egyenldket!

nincs parja, annak add meg az értékét! 1\ 1 2
2 20 2 3 3¥ 5 5 10t 100 (7) 2222 2t
16 125 10000 8 27 9 625 1000000 1 1 '<1 )2
23 2 \2
2 5 Kosd 6ssze az egyenloket!
G 62.6 6° 6-6-6° 6-6° 6" 4 = Hany 0-ra végzodik a kévetkez6 szam:
64 a) 100 000 : 100;
6:6:6 ¢ 6.6 66 66 & b) 100%
5 5 Minden sorban az egyik kifejezés értéke kiilonbozik a tobbitdl. Melyik ez a kifejezés?
a) (5%)? 25? 255 5.5.5.5 5*
b) (7%’ 7.7 7 49° 7-7-7-7 7°
c) (33! 9’ 3.3.3.3.3.3.3.3 (3%? 38
d) (5" 5 2525 (59! 5'.5!

A SZAMOK VILAGA



[rd fel a miveletek eredményét egyetlen hatvéanyként: ird be a hidnyzo kitevét!

a) 3°.3*=(3.3-3)-(3-3-3-3)=3%
b) (5)*=5%.52.5".52=(5.5).(5-5)-(5-5)-(5-5) =5%
5
o %:7 77?77 7 _ X
d) %:2'2'2:;‘;.;:&)"
5% 555 555 \5
e) 6'10°=6-6-6-6-10-10-10-10=60- 60 - 60 - 60 = (6 - 10)*

A hatvanyozas azonossagai

Szamolasi szabalyok
ha a és b valos szam, Példak
az m és az n pozitiv egész szam
Llam. gn = gmen 23,97 _ 10 Azonos alapu hatvanyokat gy is szorozhatunk, hogy az
B alapot a kitevék 6sszegére emeljiik
L [amiam—am " ast0ésm>n|30:35=3% Azonos al?pu"}lat\./.a?yok?t }lgy is os'%thatunk, hogy az
alapot a kitevék kiillonbségére emeljiik.
- (a'" )n _ g ( 2 )3 15 Hatvanyt gy is hatvanyozhatunk, hogy az alapot a kite-
' - v6k szorzatira emeljik.
. | (@ab)" = a" - b" 305 = 35.10° Egy szorzat hatvanya egyenld a tényez6k hatvanyanak
' - szorzataval.
v o[ toa" b+ 0 ( 2 j4 _ 2" Egy hanyados hatvanya egyenl6 a szamlal6 hatvanyanak
“\p) b 7 7t és a nevezd hatvanyanak hanyadoséval.

Vigydzat: hatvanyok osszeadasara és kivondsara nincs azonossag!

FELADAT

7 = Fejezd ki egyetlen hatvanyként!
¢ (3%’
d) (=9 (9"

a) 666
b) 7,5%: 7,5

HAZI FELADAT

& = Fejezd ki egyetlen hatvanyként!

a) 4°:3° c) ((%)ﬁf |
S o ()

20. lecke | HATVANYOZAS

5. Fejezd ki egyetlen hatvanyként! 8 6 6
15 Fe gy v 12V b) <%> (%) vagy 2—8
a) 11%:3* c) ((7)> 2
b) (2) . (2Y a ((-2) . 3 - Igaz vagy hamis?
5 (7 31 a) 5 =25.5" d) 2°+2°=2"
b) 5= L.g e) 26-2°=2°
2 = Melyik a nagyobb? 25
a) 3°.31° ) , 32
) vagy (3°) ¢ <35> -2
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KIDOLGOZOTT FELADAT

a) Hanyszorosara véltozik az a oldalt négyzet teriilete, ha az oldalat 20%-kal csokkentjiik?

b) Hényszorosara valtozik az a oldalt kocka térfogata, ha az oldalat 20%-kal néveljiik?

Megoldds
a) Az a oldalt négyzet teriilete a*. Ha az oldalat 20%-kal csokkentjiik, akkor az oldalai 0,8 hossztsaguak lesznek, a teriilete
pedig (O,8a)2 =0,82- a®> = 0,64 a*. A teriilete teht 0,64-szoroséra véltozott. (Ez azt jelenti, hogy 36%-kal csokkent.)
b) Az a oldalt kocka térfogata a’. Ha az oldalat 20%-kal noveljiik, akkor az oldalai 1,2a hossztsigtak lesznek, a térfogata
pedig (1,2a)’ = 1,2’ @’ = 1,728a’. A térfogata tehdt 1,728-szeresére véltozott. (Ez azt jelenti, hogy 72,8%-kal nétt.)

FELADAT

15

70

Zsolt azt mondja, hogy (3'° - 37) : 3'* kisebb, mint
(3%:3%5)% Klari szerint Zsolt téved. Kinek van

igaza?

Egy négyzet oldalainak hossza 2° mm. 2-nek ha-
nyadik hatvanya

a) anégyzet keriilete (mm-ben mérve);

b) anégyzet teriilete (mm?-ben mérve)?

Héany méter hossza a [10% 10°] intervallum, ha
a szamegyenesen a [0; 1] intervallum hossza 1 cm?
Melyik nagyobb?

a) (-1,8)*vagy -1,8*
b) (~1,8)° vagy -1,8°

c) 0,7*vagy0,8*
d) 0,7*vagy 0,7°

Melyik allitast szemlélteti 8
az abra? Melyik allitas igaz?
a) (3-5°=3%.5?

b) 32+5%2=(3+5)2 8 8
c) 32+52> (3+5)2
d) 32+5% < (3+5)°

Ird fel egy hatvanyként!

a) 4,5°-4,5": 4,5

b) (3.2°)-(0,5)°

c) (5%°:(0,5%)" + 10°- (107)*

7 = (Kompetenciamérés, 2013)
A kovetkez6 abra egy négyzet szinezését mutat-
ja. Minden egyes lépésben a fehér négyzeteket 4
kisebb négyzetre osztjuk, és koziiliik 2-t beszine-
ziink. A kovetkez6 abran az els6 két 1épés latszik.

1. 1épés 2. 1épés
a) Toltsd ki a tablazatot!
1. 2. 3. 4.
lépés 1épés 1épés 1épés
Az eredeti
négyzet
hanyadrésze
szines?

b) Azeredeti négyzet hanyadrésze szines az n-edik
lépés utan?

A SZAMOK VILAGA



Bizonyitsuk be a hatvanyozds I. és III. azonossagat!

Legyen m és n pozitiv egész szdm.

definicidja miatt

Allitas Bizonyitds
m db ndb m+ndb
L 2Mm.2"=2m"" 2'”-2"?(2-2.2-....2)-(2-2-2-...-2)72-2-2-...-2 = 2mrn
hatvanyozas SZOrz4as hatvanyozas

asszociativitdsa miatt definicidja miatt

n db
—

. (2")' = 2™

1 T
hatvanyozas

definiciéja miatt

I. azonossag
miatt

(2'")” = Qm.Qm. QM QM etm _ omn

n db

1
szorzas
definici6ja miatt

Bizonyitsd be a t6bbi azonossagot!

HAZI FELADAT

15

Ird fel a 6 egész kitevdjti hatvanyaként annak a koc-
kanak a felszinét (cm2-ben) és a térfogatat (cm3-
ben), amelynek élhossza

a) 6cmg b) 6*cm!

Valaszd ki az igaz kijelentéseket!

a) (3t-2°) =32.2° ¢) (P+5) =7+5

b) (72+5°) =7°+5° d) (10°+10*) =121-10°

RAADAS

1 . Allitsd nagység szerint sorba a kovetkez8 szamokat!

a) 22%2%(2*); )
b) 33%3%(3*)s 30
o) 44% 4% (4)'; 41
d) 55%5%(5°); 5)
Melyik az a legkisebb és melyik az a legnagyobb

. Y g Y gnagy
szam, amelyet 4 kettes szamjeggyel felirhatunk, ha
csak a hatvanyozas miveletét hasznalhatjuk?
Tudjuk, hogy 8 = 27 és 1024 = 2.

. ) gy

Igaz-e, hogy [(83)3 ]3 : [(10242 y ]2 =27

21. lecke | GYAKORLAS

Melyik a nagyobb? A vélaszt szamologép segitsége
nélkill add meg!

a) 2'%vagy2" c) 7,5 vagy7,5"

b) 0,75' vagy 0,75"" d) 157-10° vagy 1,47 - 10"

[rd fel egy hatvdnyként!

a) 6,5'0.6,5°:6,5
b) (0,2%)°-0,2°:(0,2")*
c) 2. (55" +10":10°

Allapitsd meg szamol6gép hasznélata nélkiil, hogy
melyik szam hany 0-ra végz4dik!

a) (2) 37 (5?) +2°5° -7

b) (22-5) -3 18 +(2-5%) 2.7y

Allitsd nagysag szerint sorba a kovetkez8 szdmokat!
Mennyi a szomszédos szamok hanyadosa?

u=(05"" 0,57) :0,5°
v=(05):05

w=(05"-05"):(05)
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BEVEZETO

72

1. Egy derékszogl haromszog befogdinak hossza 5 cm
és 12 cm. Milyen hosszu az atfogdja?

Megoldds

12

A derékszogli haromszog oldalaira teljesiil Pitagorasz té-
tele. ¢* = 5> + 12> = 25 + 144 = 169. Melyik pozitiv szdm
négyzete 169¢ Ez a szdm a 13, ezért ¢ = 13 cm.

2 . Egynégyzetoldalainak hossza 1 egység. Milyen hosz-
szu az atloja?

Szamok négyzetgyoke

Megoldds
A négyzetet az atldja két egybevagd derékszogl harom-
szdgre bontja. Irjuk fel Pitagorasz tételét ezekre a hdrom-
szogekre!

12+12=

Ebbél: 2=x"

A négyzet atldjanak hossza tehat egy olyan pozitiv szam,
amelynek négyzete 2. A pozitiv egész szamok kozott nem
taldlunk ilyen szamot. Keressiik a tortek kozott! 1,4> = 1,96,
tehat 1,4-nél nagyobb szamot keresiink. 1,5° = 2,25, tehat
1,5-nél kisebb szamot keresiink. 1,41° = 1,9881. Ez még
mindig valamivel kisebb, mint 2. Viszont 1,42° = 2,0164,
ez mar nagyobb. Probalgatassal egyre tobb tizedesjegyét
meghatarozhatjuk ennek a szdmnak, de akarmeddig foly-
tatjuk ezt, nem talalunk olyan szamot, amelynek négyzete
pontosan 2.

Ez a szam ugyanakkor nem lesz sem véges tizedestort, sem
végtelen szakaszos tizedestort. Ertékét tizedestort alakban
csak kozelité pontossaggal tudjuk megmondani: kozelits-
leg 1,4142... Azt a pozitiv szamot, amelynek a négyzete 2,
igy jeloljiik: V2.

Egy pozitiv a szim négyzetgyoke az a pozitiv szam, amelynek négyzete a. Jele: v'a .

Példdul v'5 aza pozitiv szam, amelynek négyzete 5. (Vagyis (V5 )2 =5).

V100 =10, merta 10 pozitiv szdm és négyzete 100.

V2,25 = 1,5, mert 1,5 pozitiv szam, és négyzete 2,25. Azaz (/2,25 ) = 1,5.

Vannak olyan szamok, példaul a v'2, v/5 melyek nem irhatok fel két egész szam hanyadosaként. Ezek irraciondlis sz4-

mok. Minden esetben, ha a pozitiv egész szam, de nem négyzetszam, akkor négyzetgyoke irracionalis szam. Az értéke tort

alakban csak kozelitd értékkel irhatd fel.

Negativ szamoknak nem létezik négyzetgyoke, mert nincs olyan valés szam, melynek négyzete negativ lenne. A 0 négy-

zetgyoke 0, hiszen 0° = 0.

Definici6: Egy nemnegativ a szim négyzetgyoke az a nemnegativ szam, amelynek négyzete a.

A SZAMOK VILAGA



FELADAT

1 = Becsiild meg, hol van a megadott szimok helye a
szamegyenesen!

V2o B Vo Vs V27 Va5 Je9 Vso

NP - ; ; ; ; ; ; ; —
— T t t t t t t —>

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Szamoldgéppel ellendrizd a becslésedet!

2 = Szamologép segitségével hatdrozd meg a szdmok
négyzetgyokét 2 tizedesjegyre kerekitve!

5 V7 /%0 Y1 /500

3 5 Kosd 6ssze az egyenldket! Ird fel mas alakban azo-
kat a szamoknak, amelyeknek nincs parja!

VBT VB (/TP (B V343
3 6 9 81 27

5 5 Melyik az a pozitiv szim, amelynek négyzete 142
Melyik az a pozitiv szam, amelynek négyzetgyoke
142

KIDOLGOZOTT FELADAT

Szamoljunk négyzetgyokos kifejezésekkel! Hozd mas alakra!

a) (vV2) b) (v2) ) (V5)

Megoldds

4 = Milyen tévol van egymadstdl a koordinata-rend-
szerben
a) A és B pont;
b) A és Cpont;
d) Bés C pont?

JA

8
O

7

=

bl 4

—

a) (V2V=v2-v/2=2. Jegyezd meg! (vVa) = a, (ahola = 0)

b) (V2)=v2-vV2-V2=(/2-V2)V2=2V2.

¢) (vV5)=v5-vV5-vV5-vV5=(/5V5)(/5:/5)=5-5=25.

FELADAT

6 = Mennyi a kifejezések értéke? Ne hasznalj szamolo-

gépet!

a) (V2)V2 o) (Vey(vV2)
(V2) (Y10

b) vl d) (/57

22. lecke | A NEGYZETGYOK

7 5 Mennyi a kifejezések értéke? Ne haszndlj szamolo-
gépet!
a) (3-V/3)
b) (vV7 7%
) (V5



8 5 a) Egynégyzet teriilete 18 egység. Mekkora a négy- A képletben v a sebességet jeloli kilometer 1,
ora
?
zet oldalaf (%), m pedig a féknyom hosszat méterben.
b) Egy kocka felszine 18 egység. Milyen hosszt

a kocka oldala? a) Mekkora sebességgel haladt az autd a balesetet

16z8en, ha a féknyom h 14 m?
9 s (Kompetenciamérés nyomén, 2006) b) ﬁeiiom?'lk aa et hyom OSS? ”m l
Az autébalesetek helyszini vizsgalatakor a szakér- eiiora fe ny(,),mﬂo agy az @ jarmu, amely 4
. . iy . e balesetet megel6zéen a megengedett 50 km/h
tok a féknyomok hosszabol becsiilik meg a jarm S S
baleset el6tti sebességét. A becsléshez az alabbi sebesseggel Rorlekedett

képletet alkalmazzdk. v = v/ 200 - m

HAZI FELADAT

1 = Pitagorasz tétele alapjan, négyzetgyok segitségével 3 - Hozd egyszerlibb alakra! Ne haszndlj szdmologeé-

ird fel a derékszogli haromszogek atfogédjanak pon- pet!
tos értékét! (Az abran a parhuzamos racsvonalak a) (V) (/5
tavolsaga 1 egység.) b) (v3)

) (V6) V6

I SN N A

Mekkora annak a képerny6nek az atmérdje, mely-
nek szélessége 31 cm, magassaga 16,5 cm?

5 s (Kompetenciamérés, 2013)

A Naprendszer eddigi legmagasabb sziklafalat az

Uranusz bolygé Miranda nevii holdjan fedezték fel.
A Miranda felszinén egy szabadon esé test moz-

gasata
2 = Milyen hosszt a torétt vonal? ?=25-h
7 A matematikai 6sszefiiggés adja meg, ahol
84 s .
t = az esés ideje masodpercben
71 h = a test altal megtett Gt méterben.
61 £ Szamitsd ki szamoldogéppel, hany perc alatt éri el
5] D egy szabadon esd test a 20 250 m magas sziklafal
ol c tetejétol az aljat!
51 B
21
A
11
ol 12 3 4 5 6 7 8 x
14
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RAADAS

1.

Mekkora az egység oldalu kocka testatloja?
Pitagorasz tétele segitségével ezt is meghatarozhat-
juk. A testatlo egy olyan derékszogli haromszog at-
fogdja, amely a kocka belsejében van, egyik befogdja
a kocka egyik oldala, a masik befogdja a kocka egyik
oldallapjanak lapétldja. Mivel a lapatlo az egység ol-
dald négyzet atloja, annak hossza a Bevezetdben leir-
tak alapjén v'2 .

D c
1
i
A’ rB
1 1
1
[
i
D 1,
Adri >C
/2
g 1
A 1 B

Az AC’ testdtlé hosszit x-szel jelolve a Pitagorasz-
tétel alapjan

=2 +1"=2+1=3.

Ebbd] a testatlo hossza v/3 egység.

Milyen hosszt annak a téglatestnek a testatléja, amely-
nek élei 2, 4 és 5 egység hosszuiak?

Kilenc egyforma, de feladatonként kiilonb6z6 mére-
td kis kockabdl raktunk ki egy testet. Mekkora egy
kis kocka oldalhossza, ha a test felszine 40 egység, és
a kirakott test a kovetkezd:

a) c)
(T
b) d)

e) Milyen testet rakhattunk ki, ha a test felszine 40
egységnyi, és a kiskockak oldalhossza is egységnyi?

22. lecke | A NEGYZETGYOK

Hogyan szerkesztheté meg a /2 helye a szamegye-
nesen?

Az 6gorog gondolkodok szamara problémat okozott,
hogy a +/2 -t nem tudték egész szdmok arényéval
leirni pontosan. Ilyen hosszu szakaszt szerkeszteni
viszont konnyt, példaul az egység oldalt négyzet se-
gitségével. A V2 helyét a szamegyenesen az dbran
lathaté modon szerkeszthetjitk meg.

\

\
\
\
\
|
¥ .
0 1 2 2

5. Milyen hosszuak az alabbi, egymadsra épitett derék-

sz0gt haromszogek atfogdi?

Az dbra szerinti haromszogeket tgy kapjuk, hogy
vesziink egy derékszogl, egyenlészart haromszoget,
melynek befogéi egység hosszusaguak. A masodik
derékszogl haromszog hosszabb befogdja egybeesik
az els6 haromszog atfogojaval, rovidebb befogdja
pedig 1 hosszusagu. Ezt az eljarast folytatjuk az abra
szerint. Milyen hossztak az atfogok?
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Mekkora utat tesz meg a fény 1 év alatt (azaz mekkora az 1 fényév tavolsag)?

Megoldds

A fény 1 s alatt 300 000 km-t tesz meg. 1 év = 365 nap = 365 - 24 6ra = 365 - 24 - 3600 s = 31 536 000 s. Tehat a fény 1 év
alatt 300 000 - 31 536 000 = 9 460 800 000 000 km-t tesz meg. Ez utdbbi szamitast papiron, irasban elvégezni nehéz feladat,
s6t régebbi, egyszer(ibb szamologépek sem tudjak elvégezni, mert nem tudnak kiirni ilyen nagy szamot a kijelzére.
Egyszer(ibb a dolgunk, ha a 300 000 helyett 3 - 10°-nel, 31 536 600 helyett pedig 3,1536 - 10’-nel szamolunk:
3.10°-3,1536 - 10" = 33,1536 - 10° - 107 = 9,4608 - 10'%, azaz egy fényév kb. 9,5 billié km.

Ilyen szamolasok soran tehdt a nagy szamokat olyan alakban hasznaljuk, ami megkoénnyiti a szamitast: egy 1 és 10 kozotti
szamot a 10 megfelel6 hatvanyaval szorozzuk meg. Ezt nevezziik a szim normaélalakjanak.

Szamok normalalakja

Nagy abszolut értékli szamok leirasakor sokszor hasznaljuk a szim normélalakjat. Egy szam normalalakja egy olyan két-
tényezGs szorzat, amelyben az egyik tényez6 abszolut értéke nagyobb vagy egyenld 1-nél és kisebb 10-nél, a masik tényez6
pedig 10-nek egy egész kitevds hatvanya:

a-105 ahol 1 < |a| < 10 és k pozitiv egész szam.

Példaul: 34 520 = 3,452 - 10%  —122=—1,22- 10°.
Normélalakban irt szamok esetén a hatvanyozas azonossagai segitenek a szorzas, osztas, hatvanyozas miiveleteinek el-
végzésében. Az 6sszeadas és kivonas esetén azonban vigyazni kell, mert ha a tagokban szerepld hatvanyokban kiilonb6z6
kitevék vannak, azok 0sszevondsahoz a tagok atalakitasa sziikséges.
Példaul: (4,5-10%)-(1,2-10%) =4,5-1,2-10*- 10 =54 - 10"

(2-10%)* =2%. (10°)® = 256 - 10

3,6- 10" — 2,3 10° = 36 000 — 230 = 35 770

FELADAT

1 - Ird 4t a szdmokat normalalakba! b) Melyik valasz helyes az a) kérdésre?
—934 000; 343,56; —16 500 000 A) 10%.3.10%s=3-10%s
B) (10*':3):10%s =~ 3,33-10"s
2 = A valaszt normalalakban add meg! C) 10%':3-10%m =~ 3,33-10% s
a) (66-10%)-(5-10%; (4,5-10"):(1,5-10°) D) (102:10% : 3m = 3,33 - 102 s
b) (1,1-109%  (7-10%)*
c) 542-10°—3,9-10* 4 = Egy négyzet oldalainak hossza 5 - 10* méter.
a) Valtsd at az oldal hosszusagat kilométerbe!
3 5 A Tejit dtmérsje kb. 102 m. b) Szamitsd ki a négyzet teriiletét négyzetméter-
a) Mennyi id6 alatt tesz meg a fény ekkora tavol- ben!

c) Szamitsd ki a négyzet teriiletét négyzetkilomé-

sdgot, ha a fény sebessége kb. 3 - 10° =7
s terben!
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5 5 A Nap tomege kozelitdleg 2,00 - 10° kg, a Hold tome- a) A Nap tomege hanyszorosa a Hold tomegének?
ge kb. 7,35 - 10* kg, a Fold tomege kb. 5,98 - 10** kg. b) A Fold tomege hanyszorosa a Hold tomegének?
Adj kozelitd valaszt az alabbi kérdésekre! ¢) A Hold tomege hany szazaléka a Fld tomegének?

HAZI FELADAT

1 5 Ird &t normélalakba! 35 Végezd el a kijelolt muveleteket szamologéppel!
223150 000; 45710; —343; 45,6; —1654 A végeredmeényt ird fel normalalakban!
a) (1,1-10%’° c) (2,1-10°)*+ (3,5-10%)’
2 5 Végezd el a kijelolt miiveleteket! A végeredményt b) (4,5-10%)* d) (1,9-10Y°. (6,2 - 107)?
ird fel normalalakban!
a) (1,8-10% - (3,4- 10" 4 = Fejezd ki cm-ben! Valaszodat normalalakban is
b) (6,2-107):(3,1-10°) add meg!
c) 2,13-10° + 3,54 - 10° a) 2,4 -10° méter
d) (3,2-10°) - (54-10") b) 2,4 - 10’ deciméter

c) 2,4 -10° milliméter

RAADAS

FELADATOK

1.

Ujséghir: ,,A Nap sugdrzo teljesitményének a Foldet érd része koriilbeliil 173000000000 000000 W, amely tébb ezersze-

rese az emberiség jelenlegi energiaigényének. Evente olyan mennyiségti energia érkezik a Napbol a Féldre, amennyit

60 milliard tonna kdolaj elégetésével nyernénk. Ha ennek csak egy szazalékat csupan otszazalékos hatékonysaggal

hasznositanank, akkor a vildggon minden ember annyi energiat fogyaszthatna, mint ma egy amerikai allampolgar”

(Megjegyzés: az Gjsaghir keveri a teljesitmény és az energia fogalmat.)

a) Hany ,wattos évi teljesitmény” érhetd el 1 tonna kdolaj elégetésével?

b) Hény watt az a teljesitmény, amelyet a Nap sugarzd teljesitménye 1%-anak 5%-os hatasfokkal val6 hasznositasakor
nyernénk? Ez hanyszorosa a paksi atomerdmi teljesitményének (ami kb. 1830000000 W)?

Melyik szam a nagyobb?
Valaszd ki a két szam koziil, hogy melyik a nagyobb! Ne hasznalj szimologépet! A nagyobb szamhoz tartozoé bettikbél
egy magyar feltalalé neve rakhato ki. Kicsoda 6?

B 29-10° vagy 8,510 J
E  94-10° vagy 9,8-10* 0
A (3-10-(2-10% vagy 10° U
N  (4-10%-(3-10% vagy 10 S
Y  (3-10)+(2-10% vagy 4.10° I
R 1,95-10° vagy 18,5 - 107 N
T (2-10:(6-10% vagy 10° 0O
K (9-10%):(3-10) vagy 10* I
R (4-10") vagy 10° 0o

23. lecke | SZAMOK NORMALALAKIJA
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BEVEZETO

Az 6kor hét csoddja koziil az egyiptomi Kheopsz-piramis az egyetlen, amely még ma is 4ll. E piramis egy olyan négyzet alapu

gula, amelynek eredetileg 230,37 m-esek voltak az alapélei, a magassaga pedig 146,73 m volt.

a’-h
3

A 7. osztalyos Bence nekiallt, hogy kiszdmitsa, hany kébméter lehetett valaha a Kheopsz-piramis térfogata. A V =
képletet hasznilta, ahol a az alapél hosszat, h a gula magassagat jeloli.

Igy szamolt Bence:
}7-97—0/(0,533337- :3=2515630,433331

18
%'130/33 _S30203361 446,33 {io
2511 111 2813 43¢ 2
e 3184220244 00
Emmoiie A %
30703301 172 2040,5 33332 133
T
17
O

A végeredmény tehat 2 595 670,177 779 m3. Persze az adatok pontatlansaga miatt nincs értelme ilyen sok tizedesjegyre
megadni a végeredményt.
Bence végiil elmondta névérének, Hajninak, hogy a piramis teljes térfogata kb. 2 600 000 m>.

Hajni csak a fejét csdvalta, amikor meglatta Bence szamitésat. ElGvette a szamologépét, és ezeket

iitotte be sorban egymas utan: 230,37 146,7353 E

_
Az eredmény nala 2 595 670,178 lett. Azért ennyi, mert a legtobb szamoldgép csak 10 jegy hosszusa-

gu szamokat tud kezelni, beleértve a tizedesjegyeket is, a tobbi jegyet lekerekiti.

Néhany alapszabaly a szamologépekhez:

1. LEGYEN szamologéped! 4. Szamol4s el6tt BECSULD meg a feladat eredményét!
2. Legyen ITT a szdmol6géped! 5. HASZNALD a szamoldgépedet!
3. ISMERD a szamologépedet! 6. VESD OSSZE a végeredményt a becsléseddel!

Néhany billentyti, ami sokat egyszertsiti a szamolast:

billentyti jele hasznalata példa
reciprok ' vagy 1/X) aszam reciprokat szamolja ki 4x)=025
hatvanyozas ') az x-nek az y-adik hatvanyat szamolja ki 2&)s5=32

a normal alakban a 10 kitevdjét lehet bevinni ezzel a bil-

normélalak _EXP) EE) 3 EXPJ4=3.10"

lentytivel
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KIDOLGOZOTT FELADAT

3
Szamitsuk ki az x_sy kifejezés értékét szamologéppel, ha Haszndljuk ki a szdmologépnek azt a funkcidjat, hogy a
Z szamokat normal alakban is beirhatjuk!
Az | EXP) vagy | EE) billentyt segitségével beirt normal

alakot a szamologép egyetlen szamként kezeli.

x=2-10"y=427"ész=3813-10"!

Megoldds
& Az x szam beirhat6 igy: 2  EXP) 13. Az x° pedig beirhat6
Irjuk le, mit kell kiszdmitanunk a szdmol6géppel: igy: 2 EXP) 13 ) 3.

(2-10°Y - 427" A kifejezést értékét kiszamolhatjuk a kovetkezé méodon:

(3,813-10° 2 EXP)13 ¥ )3-427 ¥ )10:3,813 EXP)3 & )5=

A kifejezés értéke = 2-10*

FELADAT

4. = Szamitsd ki szamoldégéppel!

1 = Figyelj a zarojelek hasznalatara! Mutasd meg a szé- 25
2 et a) 25:16+4 = c) =
moldgéped segitségével, hogy 16 + 4
a) 52,8-37,5+27,2 37,5 = (52,8 + 27,2) - 37,5; 25
b) (25)3=215; b) 25:(16 +4) = d) E+4:
9 _ ¢’
c) (Z) = E; 5 = Mutasd meg szamolégéppel, hogy

a) (43,8 +9,6)% = 43,82 +9,6%
b) (43,8 +9,6)% = 43,8%+9,6>+2-43,8-9,6;

c) > ¢§+§;
9+6 9

d) 78,4 - (38,9 -104,3) = 78,4 - 38,9 + 104,3;
e) 38:(19:7) =38:19"-7.

(@)}

2 = Hasznald a szamologépedet!

10 12
a) 1,25 c) 1,25 9+6_9.6
12 12 12 d) t <
b) 0,8 d) 1,25°-0,8 5 5 5
pS 2
3= Szamitsd ki a 4q kifejezés értékét szamold-
r
géppel, hap = -4,7,q = -93,1;r = 3,7.
HAZI FELADAT
1 5 Szamitsd ki szamoldgéppel! 3 5 Végezd el a kovetkezd szamitasokat!
a) 5':(27:5% 2" ¢) 2°+3°+4° a) (2,5-10%) - (6,4-107)
5 7
.V — b) (4,8-10%:(L,6-107)
4 (0,0054) LR c) (625-10%-(3,2-10%

d) (1,28-10%:(5,12-10°)
2 - Mutasd meg szamoldgéppel, hogy

2 2 2,
a) (56-109)" # 56" - 10,95 4 - Egyvallalkoz6 négyzet alapu gula alaky, tomor fém

b) (5,6 -10,9)% = 5,62+ 10,92~ 25,6 - 10,9! disztargyakat gyart. Egy kis gula alapéle 3,6 cm,
magassaga pedig 2,7 cm. Legalabb hany cm? anyagot
kell beszereznie 1500 db gula elkészitéséhez? (Hasz-
néld a lecke bevezet6jében megadott képletet!)

24. lecke | SEGIT A SZAMOLOGEP



BEVEZETO

Gyorshir: 2007-01-05, 11.23
...A legsiilyosabb helyzet a Yucatdn-félszigeten (Mexikd) van, ahol mdr
700 négyzetkilométeres teriileten észlelték a sdskajardst. A szakértdk -

szerint a rovarok a szaporoddsi helyiikre tartanak. Egy sdska kétszdz- | ~ & o
| 3 \,
ezer utédot hoz a vildgra. Ugyanebben a térségben tavaly is pusztitottak | g - -
- o -
a saskdk, akkor tobb szdz hektdrnyi iiltetvényt zabdltak fel... J = 4 g
o
- o
~ T ‘: &r N g e
Ll N = ¢ ( < ¥ 'S
% v = 87 _,{;K e o~
A saskajaras idején az egy négyzetkilométeren taldlhato saskak szama elér- e N & <
heti a 60 milliét. X - - : . Ao
< = iRy hy
a) Megkozelitéleg hany sdska lepte el a Yucatan-félszigetet, ha a saskaraj 2 ga) = :

mintegy 17 négyzetkilométeres kiterjedésii lehetett?
b) Ha a saskajards idején a sskdk negyede a gyorshirben k6zolt maximdlis
szamu utédot hozott volna vildgra, akkor hany sdskéval szaporodott vol- -
na az allomany, feltéve, hogy az egyedek pusztulasa nem jelentés mérté-
kii? Elképzelhetd, hogy hiba csuszott a hiradasba?
c) Egy siska tomege megkozelitéleg 4 gramm. Hany kilogramm egymil-
lidrd saska Ossztomege?
1 millié = 1 000 000 = 10° 1 millidrd = 1 000 000 000 = 10

Megoldds

a) 17-6-107 = 102-107 = 1,02 - 10°, azaz kb. egymillidrd siska lepte el a félszigetet.

b) 0,25-1,02-10°-2-10° = 5,1 - 10", azaz 51 billi¢ saskaval szaporodna az dllomény. Ez elképesztéen nagy szam, néz-
ziik, mekkora teriileten férne el ennyi sdska! Ha egy sdska kb. egy 2 cm - 2 cm-es négyzetben fér el, akkor 51 billid
saska kb. 4-5,1- 10" = 2,04 - 10" cm? terilleten férne el. 1 km? = (10°)" cm? = 10'* em?, tehdt 2,04 -10™: 10" =
=2,04-10"* = 20000 km?2, ami Magyarorszag teriiletének tobb mint 20%-a. Ez meglehetdsen valészintitlen eredmény,
tehat lehetséges, hogy a hiradasba hiba cstszott (az latszik a legvaldszintibbnek, hogy a hirben szerepld kétszdzezer utéd
helyett kétszdz-ezer utod allhatott eredetileg, ami megfelel a saskak szaporodasarol szol6 tanulmanyoknak).

¢) Egymilliard saska tomege 4 - 10° gramm, ami 4 - 10° kg (= 4000 tonna).

FELADAT

1 = Egy taptalajba 200 sejtet oltanak. A sejtek szama A) = 336 millié C) = 33,6 milliard
30 percenként megkétszerezdik. B) =~ 3,36-10° D) =~ 0,336-10°
a) Hanyszorosara valtozik a sejtek szama 12 6ra
elteltével? 2 5. A Naprendszeriinkhoz legkozelebbi extragalaxisok
b) Koriilbelil hany sejt lesz 12 6ra mulva, ha koz- egyike az Androméda-spirdlgalaxis. Ez koriilbeliil
ben a sejtpusztulds elhanyagolhaté mértékii? 2,1-10" km tavolsagra van. Mennyi id6 alatt tesz
meg ekkora utat a fény?

80 A SZAMOK VILAGA



3 - Figyeld meg, hogyan szamitjuk ki egy normal alak- 5 5 A Nap sugara kb. 700000000 m, a Féldé pedig

ban megadott szam négyzetgyokét! 6370000 m. Mekkora lenne a Nap atméréje a Nap-
v9:10° =3-10° rendszer egy olyan modelljében, amelyben a Fold
mert (3 - 10°)* = 32 (10°)* = 9 - 10°. focilabda méretti (kb. 20 cm atméréjii)?

V/8,1-10° = v/81-10" =910
mert (9 - 10%)* = 9*- (10*)* = 81 - 10* = 8,1 - 10°.
Kosd ossze az egyenl6ket! Minden sorban egy-egy

értéknek nincs pérja. Ird le ezeket a hidnyzo paro-
kat! Ne hasznalj szamoldgépet!

JI10® J10® /25107 L6-10" 0% 6 > Bence kémia-ropdolgozataban az alabbi tesztkér-
dés szerepelt:

5.10° 10" 2-10* 4.10° 2-10° »A 26-0s rendszamu, 56-0s tdmegszdmu elem mi-
lyen mennyisége tartalmaz 30 - 10** db neutront?

4 5 A szdmitdsok elvégzése utdn, a végeredményben - a) 1gja d) 10* db atom

normalalakban felirva — mennyi lesz a 10 kitevéje? b) 1 mélja e) 5molja”

El6szor becsiild meg a kitevét! Ellendrizd becslése- c) 6-10% db atom

det szdmologéppel! Bence helyesen vélaszolt, mert tudta, hogy a 26-os

a) v5:10" -10? c) v3:10° +10° rendszamu, 56-0s témegszamu elem egy atomjdban

b) v'8-10" :10 d) v6-10”-10 56 — 26 = 30 neutron van. Mi volt Bence valasza?

HAZI FELADAT

158 dk xyt Kif 1t b a Foldre a fény. Hany km a Féldt6l valé tdvolsaga, ha

5 Szédmitsd ki a ifejezés értékét, ha Tl

) Zar a fény sebessége 3-10° —?
x=12,35-10%y=6,11-10% s

z=71-10%5w=3,4- 10" 4

Y

»-..2008. aprilisig 6sszesen 63 db szélerém épilt
Magyarorszagon, melyeknek az 0Osszkapacitdsa
112000000 W

a) Atlagosan mekkora teljesitményti egy szélerd-

2 = Egyetlen szélécukor molekuldban 6 szénatom,
12 hidrogénatom és 6 oxigénatom van. Egy mol

anyagban 6 - 10” db részecske van.
4 g, . ’ ot mi az adatok alapjan? Normalalakkal dolgozz,
a) Hany hidrogénatom van 80 mol szél6cukorban? , . ,
, o - ) és az eredményt is normalalakban add meg!
b) Hany mol sz6l6cukorban van 10™ db hidro- , . o
T b) Hanyszorosa a paksi atomerémd teljesitménye
énatom?
8 a 63 szélerému egyiittes teljesitményének?

(A paksi atomerémii koriilbeliil 1 830 000 000 W
3 5 A hozzénk legkozelebbi csillag (a Napot nem szd- teljesitmény volt 2008-ban.)
mitva) a Proxima Centauri, amelyrdl 4,2 év alatt ér

Valaszaidat normal alakban add meg!

RAADAS
FELADAT
Gondolatban beledntiink a Balatonba egy gramm (egygytiszlinyi) tintat, majd ,,jol elkeverjik”

A Balaton teriilete 596 km?, 4tlagos mélysége 3 méter, egygytisziinyi tintdban kb. 3 - 10** ,tintamolekula” van.
Hany tintamolekula lesz az egyenletes elkeveredés utan a Balatonbdl kivett egy pohar (2 dl) vizben?

25. lecke | SZAMOLAS NORMALALAKKAL



BEVEZETO

A hétkoznapok soran az egyik leggyakoribb pénziigyi mivelet a betét elhelyezése (befektetés), illetve a hitel (kolcson)

igénybevétele. Mas pénzének hasznalataért hasznalati dijat kell fizetni. Ha mi adjuk a pénziinket hasznalatba masnak

(példaul bankbetétben helyezziik el vagy értékpapirt vasarolunk), akkor mi kapunk hasznalati dijat. Ha mi hasznaljuk mas

pénzét (hitelt vesziink igénybe, kolcsont vesziink fel), akkor mi fizetiink hasznalati dijat.

A hasznalatba adott pénzt tékének nevezziik, a hasznalatért jar6 dijat pedig kamatnak.

A kamatot altalaban a téke szazalékaban kifejezve adjuk meg. Ilyen feladatokban a szdzaléklabat kamatlabnak nevezziik.

KIDOLGOZOTT FELADAT

82

1. Betesziink a bankba 200 ezer forintot, évi 6%-os ka-
matra. Barmikor kivehetjilk a pénziinket, a kamat
aranyos részét megkapjuk. Mennyi kamat jar a pén-
ziink utan
a) egy év mulva;

b) két honap mulva;
c) 6t honap mulva;
d) fél év mulva?

Megoldds

a) A bank az egyéves pénzhasznalatért 6% kamatot fizet,
azaz 200 000 - 0,06 = 12 000 forintot.

b) Két hénap utan az éves kamat hatodrésze jar, tehat
a téke 1%-a, ami 2000 forint.

c) Ot hénap utan az éves kamat 1, része jar, ami a toke

2,5%-a, vagyis 5000 forint.
d) Fél év utan az éves kamat fele, 3% jar, vagyis 6000 fo-

rint.

92 . Hitelre vasaroltunk egy 4j telefont. Hairom hoénap
mulva kell fizetniink, mégpedig a kamattal egytitt
84 800 forintot. Az igénybe vett hitel (a telefon vé-

telara, amit a bank fizet ki helyettiink az eladénak)
éves kamata 24%. Mennyibe keriilt volna a telefon, ha
készpénzzel fizetiink?

Aruvasarlasi hitel igénylésekor (nagyon leegyszerdsit-

ve) a kovetkezdk torténnek.

- Szeretnénk megvenni valamit, de nincs rd pénziink.
Ezért egy pénzintézettdl (pl. banktol) kérjiik, hogy fi-
zesse ki helyettiink az dru vételarat.

- A pénzintézet kifizeti az eladonak a vételdrat, ami gya-
korlatilag azt jelenti, hogy kolcs6nadott nekiink annyi
pénzt, amennyibe az aru kertilt.

— Mi hasznaljuk tehat mas pénzét, ezért a vételarnal tob-
bet kell visszafizetniink, mégpedig a kamattal megno-
velt vételarat. A kamat nagysagat el6zetes megéllapo-
dasban rogziti a pénzintézet és a hitelt igénybe vevo
(hitelszerz6dést kotnek).

Megoldds

Ha az éves kamat 24%, akkor 3 honapra ennek a negyed-
része, 6% jar.

A kolcsonvett 6sszeg 100%, a kamat 6%, ez dsszesen 106%.
Az 4ru vételdra tehat 84 800 : 1,06 = 80 000.

Tehat a telefon készpénzes fizetés esetén 80 000 forintba
keriilt volna. Ennek az sszegnek a haromhavi hasznalata-
ért mi 4800 forint kamatot fizettiink.

A SZAMOK VILAGA



FELADAT

4 = Classic betétben szeretnénk elhelyezni 300 000 fo-
rintot. Mekkora 6sszeg lesz a szamlankon

a) 1 hénapos lekotés esetén, 1 hdnap utan;
b) 3 hénapos lekotés esetén, 3 honap utdn;

c) 6 hénapos lekotés esetén, 6 hdnap utan

ha a mellékelt tablazat szerint lehetséges lekotési
id6k kozil valasztunk?

Nem akcids lekotott betéti kamatok
CLASSIC BETET

1 millioé forint alatti

L betét éves kamata
1 hénap 6,50%
2 hénap 6,75%
3 hénap 7,00%
6 honap 7,00%
12 hénap 7,50%

2 = Konnyen lehet hitelhez jutni, csak egy kattintas az

egyik online kolcsonigénylést kindld cég honlap-
jan, és mar szinte a zsebiinkben érezhetjiik a kivant
Osszeget. Nem drt azonban dévatosnak lenni!
A kolcson futamideje 54 hét (azaz gyakorlatilag
1 év). Osszesen mekkora dsszeget kellett fizetniink
a 200 000 forint hasznalataért, és ez hany szazaléka
a tékének?

Gyors kolcson
KIDOLGOZOTT FELADAT és igénylés

Igényeljen kdlcsont most, gyorsan és egyszerlien, mindéssze két
lépésben
1. Kattintson a Koélcsonigénylés gombra, és toltse ki igényléla-
punkat!

2. Munkatarsunk felhivja Ont a megadott telefonszamon, és egyez-
teti Onnel a kélcsonfelvételi lehetéségeket

Példak a kdlcsonkonstrukciora

1. Otthoni szolgaltatas
igénybevétele esetén

Online
kolcsonigénylés

A kolcson osszege: 200 000 Ft

Akoleson futamideje: 54 hét Igényeljen kélcsént most,
gyorsan és egyszerien,

minddssze két [épésben!

Heti térlesztérészlet: 6800 Ft

26. lecke | KAMATOS KAMAT

3 . Bankba tett pénziink évi 8,45%-o0s kamatos kamat
mellett 5 év alatt 1,5 millié forintra szaporodott.

Hany forint volt a bankban elhelyezett t6ke?

4 = 500 ezer forint téke 4 éven keresztiil évi 6%-os ka-
matos kamattal novekedett, majd az igy megnéove-
kedett téke tovabbi 4 éven keresztiil évi 5%-os ka-
matos kamattal gyarapodott.

a) Mekkora lesz a 8. év végén a megnovekedett
téke (ezer forintban)?

A) 500-0,06*-0,05* C) 500-1,6*-1,5*
B) 500-1,06"-1,05* D) 500-0,11*

b) Mekkora éves kamatos kamat esetén érhettiink
volna el ugyanakkora novekedést 4 év alatt,
mint amennyit a 8 év alatt elértiink?

A) 11,3% C) 5,5% E) = 17,4%
B) 30% D) 11%

83
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Kamatos kamatszdmitds: a periddus leteltével a kamat jovairodik a tékéhez, és utana ez a megnovelt téke kamatozik to-
vabb. Erre hasznaljak a ,, folyamatos lekotés” kifejezést.

Altalanosan:

Az A forint kezdeti t6ke p%-os kamat mellett # periddus alatt A - (1 + %) forintra né.

Az osszehasonlithatosag miatt a kamatlabat éves kivetitésre adjak meg. A képletben szerepl p pedig a periddusra
es6 kamatlab. Példaul ha az éves kamatldb 12%, és havonta irjak jova a kamatot, akkor az egy honapra esé kamatlab

p= % = 1%. Ha negyedévente irjdk jova a kamatot, akkor a negyedévre esé kamatlab p = % = 3%.

KIDOLGOZOTT FELADAT

3. Aztjautok gyorsan veszitenek az értékiikbol, évente
20%-ot is elérhet a veszteség.
Mennyit ér 3 évvel a vasarlas utan a 3 500 000 forin-
tért vett autd, ha értéke évente 16%-kal csokken az
eldz6 évi értékéhez képest?

Megoldds

Az elsé év végén az uj ar 84%-at éri az autd, azaz
3500 000 - 0,84 forintot.

Amésodikévvégénennekazosszegneka84%-a,azaz3 500 000 - 0,84°,aharmadikévvégénpedig3 500 000 - 0,84° ~ 2 074 000
fo

rint lesz az autd értéke (ami az 4j autd aranak mintegy 60%-a csupan).

A kamatoskamat-szamitasi feladatok kozé soroljuk a gépek értékcsokkenésével kapcsolatos feladatokat is. Ekkor termé-
szetesen nem nd, hanem csdkken az érték, az indulédsszeget mindig 1-nél kisebb szammal kell megszorozni.

Altaldnosan:

Egy A forint ara gép értéke p%-os értékcsokkenés esetén n periodus alatt A - ( - %) forintra csokken.

Megjegyzés: Egy termék valds piaci értéke természetesen sok dologtdl fiigg. Autdk esetében van példaul egy eurotax nevt,
a piacon objektivnek tekintett rendszer, amelynek alapjan a hasznalt autok értékét meghatarozzak. Ebben a koron kiviil
még sok adatot kell megadni a realis érték megbecsléséhez.

FELADAT

84

5 5 A hasznalt autok értékcsokkenési folyamata las- a) Mennyi lesz az aut6 értéke 3 év mulva, 6 éves
stibb, mint az 4j autoké, az éves csokkenés mértéke koraban?
altalaban 7-15%. b) A 3,5 milli6 forintos ujkori értékének hany sza-
Egy 3 éves, jelenleg 2 074 000 forint értékd autd zalékat veszitette el az autd 6 év alatt?

évente 10%-ot veszit az értékébdl.

A SZAMOK VILAGA



6 = Az id6 mulasaval az amortizacié miatt egy hasz- csokken. Ha eredetileg masfél milli6 forintért vette
nélati targy veszithet az értékébdl. Egy j6 mind- a cég, akkor mennyit fog érni 6 év mulva?
ségli nyomdagép értéke minden évben a 9%-aval

HAZI FELADAT

1 5 Kolcsonkértiink 120 ezer forintot egy évre. Mennyi jelenti, hogy 3 havonta kiszamitjak a kamatot, hoz-
a kamat és a kamatlab, ha az év végén a kamattal zdadjak a pénziinkhoz, és ez a felnvekedett Gsszeg
egylitt kamatozik tovdbb ujabb 3 hoénapig, és igy tovabb.
a) 130 200; c) 138 000; Mennyi pénzt kapunk, ha
b) 132 000; d) 125400 a) harom hoénap mulva; c) egy év mulva;
forintot kell fizetniink? b) fél év mulva; d) mdsfél év mulva

vessziik ki a pénziinket?
2 = Egy tj auté értéke 3 milli6 forint. Az értéke évente

14%-kal csokken. 4 s Betessziik a bankba a 250 ezer forintunkat 2 évre.
a) Mennyi lesz az értéke 2 év mulva? Mi a jobb, ha 3 honapos folyamatos lekotést valasz-
b) Mennyi lesz az értéke 4 év mulva? tunk 7%-os kamattal, vagy ha 6 hénapos folyama-

tos lekotést valasztunk 7,4%-os kamattal?
3 5 Betesziink a bankba 1 milli¢ forintot, évi 7,2%-os

kamattal, 3 honapos folyamatos lekotéssel. Ez azt

RAADAS

A bankok betét- és hitelhirdetéseiben gyakran lathatok az EBKM és THM rejtélyes roviditések. A betiiszavak az egységesitett
betéti kamatlabmutaté, illetve a teljes hiteldijmutaté roviditései. De mi is rejlik mogottiik valdjaban?

Az EBKM-et a kiilonb6z6 futamidejli betétek dsszehasonlithatdsaganak érdekében vezették be. Minden betétre — futamid6-

t6l fuggetleniil - az éves kamatlab mértékét jelzi.

Példaul:

Legyen a kamatldb 20%. Ha féléves a kamatfizetés, akkor fél év alatt 10% a kamat. Ha folytonos lekotésrél van szo6 (azaz a
pénz bennmarad a bankban és tovabb kamatozik), akkor egy év mulva mér 1,1 = 1,21-szeresére nétt a toke, ami nem 20%,
hanem 21%-os hasznot jelent. A kamatlab tehat 20%, az EBKM azonban 21%. Ezért nemcsak azt kell figyelembe venni, hogy
mekkora az igért kamatlab, hanem a kamatozas idébeli lefolyasa is nagyon fontos.

Az EBKM a fentieken tul a betétekkel kapcsolatos banki koltségeket is figyelembe veszi, igy valoban alkalmas a kiillonb6z6
banki ajanlatok 6sszehasonlitasdra.

A THM hasonlé mddon a hitelek 6sszehasonlitasat segiti. A hitel teljes koltségét mutatja meg ugyancsak egy évidStartamra,
beleértve a hitel kamatait és a kezelési koltséget is. Ha példaul egy év alatt a felvett 6sszeg kamata 17%, a kezelési koltség
pedig 3%, akkor a THM: 17% + 3% = 20%.

Az EBKM-t6l eltéréen azonban a THM szdmitdsakor nem egyszerti aranyossagot hasznalnak, hanem a kamatos kamat ko-
rabban mar alkalmazott képletét. Ezért a THM kiszamitasa — elsdsorban az altalaban havi bontasban jelentkezd koltségek
miatt - dsszetett matematikai feladat.
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FELADAT

86

15

Bontsd fel a zarojeleket, majd csoportositsd djra
a miiveleteket ugy, hogy fejben is konnyen kisza-
mithat6 legyen az eredmény!

a) 66(2:11)
3

b) 1,7-(42-03) + 1,2

A képen egy benzinkit tn. ,,totemoszlop’-a latha-
to, amely a kut arairdl tajékoztat.

a) Hany szazalékkal dragabb a jobb mindség, 98-
es oktanszamu benzin az egyszerti 95-6snél?

b) Hényszor annyiba keriilne a 98-assal teletan-
kolni az auténkat, mint ha 95-6st tankolnank?

c) Ugyanannyi pénzért hanyszor annyi benzint
vehetiink a 98-asbol, mint a 95-0sbél?

3 s Egy gazdasdgban 250 allat van, az éllatok 98%-a

sertés. Eladjék a sertések egy részét. Hany sertést
adtak el, ha a megmaradt allatok 96%-a tovabbra
is sertés maradt?

Egy 9 m hosszt szalagot ugy vagunk 3 részre, hogy
a masodik rész mésfélszer olyan hosszd, mint az
els6, és a harmadik rész kétszer olyan hosszd, mint
a masodik. Milyen hosszuak az egyes részek?

Egy négyzet oldaléle 3,56 - 10° m .

a) Mekkora a teriilete?

b) Hény szazalékkal valtozik a teriilete, ha az olda-
lat 30%-kal noveljiik?

c) Hany szazalékkal véltozik a teriilete, ha az olda-
lat 15%-kal csokkentjiik?

Egy apa 1 dra 40 perc alatt, felesége 3 6ra 20 perc

alatt, kisfia 6 6ra 40 perc alatt dssa fel a kertjiiket.

a) A kert hanyadrészét dssa fel az apa negyed o6ra
alatt?

b) Az anya mennyi idé alatt dssa fel a kert harom-
6tod részét?

¢) Mennyi id6 alatt késziilnek el az dsdssal, ha
mindharman asnak?

Ird fel a kifejezéseket egyszeriibb alakban!
a) 2°.27:28

b) (35 3 53)6

c) 2+25+3.2°

Egy kocka oldalélei 1,2 m hosszuak.

a) Milyen hosszt az oldallapok atloja?
b) Hény mm” a kocka felszine?

¢) Hany mm® a kocka térfogata?

Egy t6 feliiletén €16 alga kiterjedése a t6 feliiletén

minden nap az el6z6 naphoz képest a dupléjara né.

A 10. napon beboritja a teljes tavat.

a) A t6 feliletének hany szazalékat boritotta be a
9. napon?

b) A t6 feliletének hany szazalékat boritotta be a
6. napon?

A SZAMOK VILAGA



TUDASPROBA

15

Ird fel egyetlen hatvanyként!
2°-7°
b
VT

a) 3°- (3" c) a*(a*f:a’

Héany szazalék az éves kamat annal a befektetés-
nél, amelynél 4 honap milva 250 ezer forint helyett
257 ezer forintot kaptunk?

Egy konyv arat leszallitottak 30 szazalékkal, majd ezt

kovetden par hét mulva Gjabb 10 szazalékkal.

a) Hatarozzuk meg, hogy hany forinttal csokkent
alkalmanként a konyv dra, ha a masodik drleszal-
litas utan 2646 forintba kertil!

b) Hany szazalékkal csokkent 9sszesen a konyv ere-
deti ara a leszallitasok soran?

RAADAS

1.

(Kompetenciamérés, 2012)

Egy varosban egy homokoérat szeretnének épiteni,
amelyben a teljes homokmennyiség 1 év alatt folyik
le, vagyis pontosan 365 nap és 6 ora alatt. Masodper-
cenként 0,06 gramm homok folyik le egy sziik nyila-
son keresztill a fels6 tartalybdl az alsoba.

Melyik muveletsorral szamithaté ki, hogy Osszesen
hany gramm homokkal kell feltolteni a homokdrat?
A) 0,06” + 365 - 24 - 60" + 6

B) 0,06 - 60 - 24 - 365 + 0,06 - 60° - 6

C) 0,06 - 60 + 60 - 24 - 365 - 0,06 - 6 + 60 + 60

D) 0,06 - 60* - 24 - 6 - 365°

(Kompetenciamérés, 2012)

Egy havonta megjelené magazin egy szama 745 Ft-
ba keriil. A kiadé akcios el6fizetési lehet6séget kinal
a vasarléinak. Ha valaki egy évre megrendeli a maga-
zint, és egy Osszegben kifizeti az arat, akkor 5400 Ft-ba
kertil az éves eléfizetés. Hany szazalékos kedvezményt
nyujt a kiad6 az éves el6fizetdinek a havi arhoz képest?

(Kompetenciamérés, 2010)

Szinaranybdl nem készitenek ékszert, mert az tul-
sagosan lagy ahhoz, hogy tartésan viselhetd legyen.
Ezért, hogy keményebbé s egyben ellenallobba is
tegyék, a szinaranyhoz mas fémet is adnak. A szin-
aranytartalom hatarozza meg, hogy hany karatos az

arany. Az x karatos arany szinarany tartalma i to-

27. lecke | GYAKORLAS; TUDASPROBA
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A fény 1 masodperc alatt 300 000 km utat tesz meg.
a) Hany kilométert tesz meg fél 6ra alatt?
b) Mennyi idé alatt tesz meg 9,46 - 10" kilométert?

Egy csapon keresztiil 3 perc alatt 74,8 liter viz dramlik

a medencébe.

a) Mennyi viz aramlik 16 perc alatt a medencébe?

b) Mennyi id6 alatt tolthetjiik félig az 1500 literes
medencét ezen a csapon at?

c) Egy masik csapon keresztiil 2 perc alatt 98,2 liter
viz daramlik a medencébe. Mennyi id6re van sztik-
ség, hogy ezen a csapon keresztill toltsiik félig
a medencét?

d) Ha mindkét csapot kinyitjuk, akkor mennyi idére
van sziikségiink ugyanehhez?

megrész. Az 6tvosok rendszerint 14 és 18 karatérték

kozotti arannyal dolgoznak, ezekben % és 18

24
tomegrész kozotti arany van. Egy arany karkotd

12 gramm rezet, 28 gramm aranyat és 8 gramm eziis-
tot tartalmaz. Hany kardtos ez a karkoté?

(Kompetenciamérés, 2011)

A Konnytizenei Fesztivalon fellépé népszert Telito-
Rock egytittes koncertjét a varos szabadid6kozpont-
jaban rendezték meg. A kovetkezd dbra a kozpont
sportaréndjanak lelatdjat szemlélteti. A csak allohe-
lyeket biztosito szektorokat fekete, a csak iil6helyekkel
rendelkezdket sziirke szinnel jeloltik. A fehér szinnel
jelolt szektorokat a rendezdség lezarta a rajongok eldl.

SIS AASA IS
Szinpad

. All6helyes szektor |:| Uléhelyes szektor |:| Lezart szektor

Hany rajongénak jutott iiléhely a koncerten, ha 6sz-
szesen 2800 db jegyet adtak el, és egy allohelyekkel
rendelkezd szektorban kétszer annyian fértek el, mint
egy iil6helyekkel rendelkezében?
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Szamolj fejben!
a) 109,5+ 20,5 —36,5+ 78,5—48,5—13,5
b) 36,8 —-12,4+273—-11,8—-23+24

Szamolj fejben!
4 14 34:8 b) 11

4376

W oo

41 .1
6 "2
Ird fel két egész szém hanyadosaként!

Melyik az a szam, amelynek

a) % részének %—szerese %?

b) %-szeresének % része 212

Szamold ki a kifejezések értékét fejben! Mely zardje-
lek hagyhatdk el a miiveletek megvaltoztatasa nélkiil?
a) (11,34 — 6,34) — (5,48 — 6,48)

b) ((8,22—4,12) —5,1) — 16,1

b) ((84,63 — 60,63) : 6) — (9,13+10,87)

c) 48:<9~%>-((49:7)+ 2)

A Kkétjegyu szamokban azonos jelek azonos szam-
jegyeket jelentenek. Melyik szamjegyet helyettesitik

ajelek?
24, 8\32_V
a)<v+1v>'v 6
98 (3, 10\_ 20
) 15 <a+ 8> 3

Osszeontottiink hdrom sésavoldatot. Az egyik oldat

% része volt sosav, a tobbi viz. A masik oldat %

része volt sosav, tobbi viz. A harmadiknak % része

volt sdsav. Az elsébdl 2,4 liter, a méasodikbol 1,8 liter,
a harmadikbol 3,5 liter oldatunk volt. Hanyadrésze
lett sosav a végs6 oldatnak?

Osszuk fel a 120-at
a) 3:4:5aranyban;
b) 4:5:6 aranyban!

105>

115

125

135

Egy biciklitira tervezésénél ugy gondoltdk a szerve-
z0k, hogy a tavot 4:6:7:3 ardnyban osztjak szét a
négy napra. A masodik és harmadik napon igy 6sz-
szesen 148,6 km-t kell tekerni. Mekkora a teljes tav?

Haényszor jar korbe
a) az o6ra kismutatdja januar honapban?
b) az éra nagymutatoja aprilis hdnapban?

Egy kiilonleges, 24 éras éra mutatdja nem fél nap,

hanem egy teljes nap alatt teszi meg egyszer a teljes

kort.

a) Hany perc telik el, mialatt a
teljes kor negyedét teszi meg?

b) Hanyszor jar korbe marci-
us 15-én 0:00 perc és junius
20-4n 24:00 kozott?

Ha 22 % sebességgel megylink, akkor 340 s-ig tart

az at.
a) Mennyi ideig tartana ugyanennek az utnak

a megtétele 24 % sebességgel?

b) Mekkora sebességgel kellene menntink, hogy
290 s alatt tegyiik meg ugyanezt az utat?

km

45h

sebességgel mentiink 2,4 6ran keresztill,

km

majd 75 == sebességgel mentiink 1,8 dran at.

h
a) Mekkora utat tettiink meg?

b) Mekkora sebességgel kellett volna menniink, hogy
végig allando sebességgel, de 6sszesen ugyaneny-
nyi id¢ alatt tegyiik meg ezt az utat?

c) Mekkora sebességre kellett volna kapcsolnunk
az ut masodik részében, ha ugyanezt az utat sze-
rettitk volna megtenni, és a 2,4 6ra utan (amikor

km

h

1,5 éra mulva célba kell érniink?

45 sebességgel mentiink), rajottiink, hogy

Egy kerék 49-et fordul, mig a teljes uton végiggurul.
Mennyit fordul egy 2,5-szer akkora atmér6jt kerék
3,5-szer akkora tton?

A SZAMOK VILAGA



155

165

175

18>

195

21>

22>

23 >

Két raciondlis szdm aranya 11:23. Melyik ez a két
szdm, ha

a) Osszegiik 84;

b) szorzatuk 84;

c) kiilonbségiik 84?

Egy termék ara afa-val egytitt 290 forint. Mennyi az
eredeti 4r, ha az 4fa 16%?

Egy arucikk 600 forintba keriil. Egynegyedével levi-
szik az arat. Hany szdzalékos drdgulds utan kapjuk
vissza az eredeti drat?

Ha 0Osszekeveriink 8 darab 60%-os zsirtartalmu és
3 darab 80%-os zsirtartalmu azonos tomegii vajat,
hany szdzalékos zsirtartalmu lesz a keverék?

Mennyi az eredeti ara a fényképez6gépnek, ha
a) 20%-os arleszallitas utdn 32 500 Ft;
b) 4,5%-os daremelkedés utan 38 400 Ft az 4j ara?

Egy tarsasjaték arat egy akci6 soran 18%-kal csok-
kentették. Hany szazalékos aremelés utan lesz az ara
a) ajbdl az eredeti ar;

b) az eredeti ar 5%-aval nagyobb?

550 000 Ft-ot befektettiink fél éves, folyamatos leko-
téssel, évi 8%-os kamatra. Mennyi pénz lesz a szdm-
lankon

a) fél év mulva;

b) harom év mulva?

Melyik az elényosebb befektetés:

a) negyedéves, folyamatos lekotés, évi 5%-os ka-
mattal;

b) féléves, folyamatos lekotés, évi 6%-os kamattal?

Egybank savos kamatozast betétet hirdet. 100 000 Ft-
ig 5%, a 100 000 Ft és 200 000 Ft kozotti részre 7%,
és a 200 000 Ft feletti részre 8 % a kamatlab. (A betét
éves kamatozasu.)

0-99 999
5%

200 000 felett
8%

100 000-199 999
7%

a) Mekkora 0sszeg lesz a szamldnkon egy év mulva,
ha 250 000 Ft-ot fektetiink be?

b) Hany szézalékkal tobb ez, mint a befektetett 6sz-
szeg?

TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

24 >

25>

26>

27 >

28>

29 >

305

31>

325

335

Végezd el a miiveleteket, hozd egyszertibb alakra!
a) 11°-2*-(2-11%)

h) 7°-3*(3-7%)

c) 5°-(17°-5):5°

Végezd el a mtiveleteket!

a) xy" ()

b) (a-b*)-b’:(a b)
723 7°

)y

Melyik szam nagyobb?

a) 2°.2°.(2% wvagy 27.(2°.2%?
h) 2°.3%.6°  vagy 6 -(6°"

C) 3500vagy5300

Végezd el zsebszamologép segitségével a miiveleteket!
8,1:10° +(1,2-10°)
a) :
3-10
3,14-10"- (4-10°)
5,810

b)

[rd fel az alabbi szdmok normalalakijat!
372 000; 8315000; 142500 000
880 000 000 000; -97 750 000; -750 000 000 000

Ird az aldbbi szdmokat normalalakbdl helyiértékes
alakbal!

5-10%  1,25-10%
6,123 10';

4,5-10%
-7,89456 - 10°

5.10%
-5,333- 10%

Add meg az eredményt normalalakban is!
a) 3,12-10°-8,2-10*-5,3-10%;

b) 6,8-107 1,14-10*-7,1-10%;

c) 4,55-107-5,44-10"-7,91 10

Add meg az eredményt normalalakban is!
a) 3,12-10°+ 8,2-10* + 5,3 10°
b) 4,55-10% + 5,44-10* + 7,91 -10%

Hanyszorosa a fény sebessége egy versenyautd sebes-
ségének? A fény 1 s alatt 300 000 km utat tesz meg,

a versenyautd esetén 200 km

h sebességgel szamolj!

Mennyi a kifejezések értéke, ha
x=1,64-10% y=277-10> és z=8,05-102

3 3

4 >
z

(2x+5yy-2°
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BEVEZETO

20

Matematika vagy varazslat?
Idénként megjelenik kozosségi oldalakon az alabbihoz ha-
sonl6 triikkos feladvany.
Jarjunk utdna a titoknak!

o Irdlealdbad méretét!

o A szamot szorozd meg ottel!

o Adj hozza 6tvenet!

o Az eredményt szorozd meg husszal!

o Add hozza a jelenlegi évszamot!

o Vond ki a sziiletési évednél ezerrel nagyobb szamot!
A kapott négyjegyt szam elsé két szamjegybdl allé kétje-
gyl szam megadja a labméreted, a kovetkezd két szamjegy-
bél all6 kétjegyli szam megadja az életkorodat.

Hogyan lehetséges ez? Tekintsiink egy konkrét példat:

ha idén 2020-at irunk, 40-es a ldbméret, 2006 a sziiletési év,
akkor (540 + 50)-20 + 2020 — 3006 = 4014, azaz lab-
méretre 40, életkorra 14 év adodik valéban.

Mikor hasznalunk szamok helyett bettiket a matematikaban?

Keressiik meg altaldnos esetben a magyarazatot betilik se-
gitségével:
o jeldlje a labad méretét m kétjegyli szam
o Ottel megszorozva: 5m
o Otvenet hozzdadva: 5m + 50
o husszal megszorozva: 20 - (5m + 50) = 100m + 1000
o jelolje a jelenlegi évszamot j négyjegyt szam, ezt hoz-
zdadva az el6bbi eredményhez: 100m + 1000 + j
o jelolje a sziiletési éved s négyjegyti szam, igy az annal
ezerrel nagyobb s + 1000
ezt kivonva az el6bbi eredménybdl adddik:
100m + 1000 + j — (s + 1000) =
= 100m + 1000 + j — s — 1000 = 100m + j - s,
ami a jelenlegi évszdm és a sziiletési év kiilonbsége
(j — s = életkor) miatt 100m + életkor értéket adja, ezért
adjak meg a szamjegyek a személyre szabott adatokat.
Gondold végig! Prébald kil Vajon akkor is hasonldan
adddna az eredmény, ha egy 100 évesnél id6sebb embert
kérnénk fel a jatékra! Miért?

- Bettik hasznalataval réviden irhatunk fel dltaldnos 6sszefiiggéseket. Példaul:

(a+b)-c=a-c+ b c,minden g, b, cvalds szam esetén, mely magaban foglal sok konkrét esetet pl:

3+5)-7=3-7+5-7; (8—2)-3,5=8-3,5—2-3,5.

- A gyakran hasznalt szamitasokat képlettel adhatjuk meg. Példaul: az A Ft kezdeti téke p%-os éves kamat mellett # év

. P e 4
alatt A (1 + 10 0> forintra né.

- Feladatok megoldasa soran az ismeretlen szdmot, mennyiséget jelolhetjiik egy bettivel, mint azt a Bevezetdben tettiik.

- Geometriai szamitasokat és Osszefiiggéseket is sokszor bettikkel irunk le. Példaul az abra

szerinti haromszog esetén igy irhatd fel a haromszog teriilete: T =

A képletekben szerepld betiliket nevezhetjiitk valtozoknak vagy ismeretleneknek. KésGbb

majd talalkozunk olyan esettel is, amikor a beti valamilyen paramétert jell. k

A betts kifejezések hasznalatakor minden esetben fontos megadni, hogy az altalunk hasznalt betiik melyik szamhalmaz

elemeit helyettesitik (példaul a Bevezet6ben j négyjegyti szam). Ezt a kifejezés alaphalmazanak nevezziik.

Az alaphalmaznak azt a részhalmazat, amelynek elemeivel (VAGY: amelybdl vett szamokkal) a mtiveletek elvégezhetdk,

a kifejezés értelmezési tartomanyanak nevezziik. Példaul ha a

kifejezés értelmezési tartomanya R \ {—3}.

2x—1

kifejezés alaphalmaza a valos szdmok halmaza, a

Ha a betiis kifejezésben a valtozok helyére az értelmezési tartomanybol konkrét szamokat helyettesitiink, akkor a mtive-
letek elvégzése utan egy szamot, a kifejezés helyettesitési értékét kapjuk. Példaul 100 000 Ft-ot elhelyezve a bankban évi

6%-0s kamatra, 10 év utdn 100 000 - (1 + %)w = 10°1,06" ~ 179 085 Ft-ot vehetiink fel.

EGYENLETEK ES AZONOSSAGOK



FELADAT

1 - Vilaszodat fejezd ki a szévegben szereplé betiik

(vdltozok) segitségével!

a) A bodzaszorp tiveggel egyiitt b Ft-ba kertil,
az uveg betétdija i Ft. Mennyit fizetiink, ha x
tiveg bodzaszorpot vasarolunk? Mennyi pénzt
kapunk, ha n darab tiveget valtunk vissza?

b) Riska tehén x liter tejet ad naponta. A tej %
részébdl tardt csinalnak, a tobbit eladjak. 1 li-
ter tejbol % kg turo lesz. 1 liter tej ara a forint,
a turo kiléja b forint.

- Hany liter tejet adnak el naponta, és ebbdl
mennyi bevételiik szarmazik?

- Hany kg tardt csindl a gazda, és ezért hany
forintot kap?

— Hany forint bevételt hoz a gazdanak Riska

tehén naponta?
- Valaszolj a kérdésekre, ha tudod, hogy Riska

naponta 22 liter tejet ad, a trd ara 400 112—;,
a tej dra 300 _Et
liter

2 5 Melyik egyenl6ség igaz minden esetben, ha a betiik

barmely szamot jelolhetik?
’ d) a’°+5°=(a+5)°
e) —a’ = (-a)?

a) a’-a’=a®

b) a’-b° = (ab)®

o) () = ()

HAZI FELADAT

1 = Fejezd ki x segitségével a kévetkezé mennyiségeket,

ahol x pozitiv valos szam!

a) Az x szamnal 25-tel nagyobb szam kobének
a négyzete.

b) Egy kocka 6sszes élének egyiittes hossza x cm.
Mekkora a felszine?

c) Egy ,kutyds talalkozon” az allatok és emberek
szama 200 volt. Hany labuk volt a résztvevok-
nek Osszesen, ha x kutya volt?

d) Marci heti zsebpénze x Ft. Hétfén elkoltotte
zsebpénzének a negyed részét, kedden pedig
a maradék kétharmad részét. Mennyi pénze

maradt a hét hatralévé napjaira?
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a) Mekkora a nagy téglalap és a négy kisebb tégla-
lap tertilete, ha x = 4?

X 6
X x2 6x x
2 2x 12 2
X 6

b) Melyik egyenl6ség tartozik a rajzhoz?
A) (x+6)+(x+2) =x>+8x+12
B) (x+6)x+2=x>+6x+2x+12
C) (x+6)(x+2)=x>+8x+12
D) x+6(x+2)=x"+12

Bizonyitsd be, hogy ha harom szomszédos egész
szamot Osszeadunk, akkor eredményiil mindig
a kozéps6 szam haromszorosat kapjuk!

Add meg - bettis kifejezések segitségével — azokat a
pozitiv egész szamokat, amelyek

a) 5-tel osztva 3 maradékot adnak;

b) két nulldra végzédnek;

c) 23-ravégzédnek.

Egy kétjegytli szamhoz hozzdadtuk szamjegyeinek
Osszegét, és igy 81-et kaptunk. Mi lehetett az erede-
ti kétjegyti szam?

Bizonyitsd be a kovetkezd allitasokat algebrai kife-

jezések segitségével!

a) Ha két szam Osszegéhez hozzaadjuk a kiillonbsé-
gliket, akkor a kisebbitend6 kétszeresét kapjuk.

b) Hakét szam 6sszegébdl kivonjuk a kiilonbségii-
ket, a kivonand¢ kétszeresét kapjuk.

Melyik az a 3-mal oszthaté haromjegyd szam,
amelynek kozépsé szamjegye 0, az elsé szamjegye
pedig az utolsénal 1-gyel kisebb?

91



KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Hozzuk egyszertibb alakra a kévetkezd kifejezést: 4-a’- b- % ca-b % ‘a.

Megoldds
Alkalmazzuk a felcserélhetGség és a csoportosithatosag tulajdonsagat, majd a hatvanyozas azonossagait:

b2 a2 (452N (200 (b b= 2 g
4-a bsab 3a—<483>(a aa)(bb)—3ab

Az algebrai kifejezésekben a bettik szamokat jelolnek. A szamok kozott megismert miveleti szabalyokat alkalmazhatjuk
rajuk. Ugyanaz a betli ugyanazt a szamot jeloli, de kiilonboz6 betiik is jelolhetik ugyanazt a szamot.

A példaban szerepl§ kifejezést egytagu kifejezésnek nevezziik. Egytagu algebrai kifejezések azok, amelyekben csak szor-
zas szerepel. (A hatvanyozas is szorzds, a szammal vald osztas pedig tortszammal vald szorzasként is felirhatd.) Ezeket
célszerti olyan alakra hozni, amelyben egyetlen szdm szerepel - mégpedig a kifejezés elsé tényezdjeként —, a betilik abé-
cérendben kovetik egymast, és egy betl csak egyszer fordul el6. Az ilyen alaku kifejezést nevezziik rendezett egytagt
kifejezésnek. Az ilyen alaku kifejezésben a szdmtényezit egyiitthatonak nevezziik.

Példdul: az %a‘*b4 kifejezés egytitthatoja %; az a*b* vagy az x kifejezések egyiitthatdja 1.

Két egytagu algebrai kifejezés egynemdi, ha legfeljebb egytitthatdikban kiilonboznek.

Példdul: —3ab® és 0,2ab” egynemiiek; xyyx” és 5x°y* egynemtiek; 6abc” és 6ab’c nem egynemiiek.

Egynemt algebrai kifejezések 0sszevonasat ugy végezziik, hogy az egyiitthatoikat 6sszeadjuk a bettis kifejezést valtozatla-
nul leirjuk. Példdul: —3ab* + 0,2ab* = —2,8ab’

FELADAT

1 = Ird fel az aldbbi kifejezések rendezett alakjat, és 4l- 2 = Ird fel az alébbi kifejezések rendezett alakjat! Az
lapitsd meg az egytitthatojukat! egynemtieket add ossze! .,
a) 3-x-x-x° c) x*(-1)-x %'y-xyz; Zx#y,
~1) £ (-2) #
b) 23—x-y2‘x2 d) ( —5 ¥ (=3)xy; 4-5°-y-x-y
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3. Végezziik el a kijelolt miiveleteket, bontsuk fel a zarojeleket!

a) 2x-(3x°—2x+1)

Megoldds

b) (¥ +3y)(y' +y—2)

Alkalmazzuk a széttagolasi (disztributiv) tulajdonsagot, a zardjel felbontasi szabdlyait, tovabba az azonos alapt hatvanyok

szorzasarol tanultakat!

a) 2x-(3x*—2x+1)=2x-3x"+ 2x-(—2x)+ 2x- 1= 6x° — 4x’ + 2x
b) (F+30)( +y=2)= (P + 3y + (VP + 3y + (1 +3)(=2)=y' + 3+ Y+ 3y =2 — 6y =y + 4+ y 6y

FELADAT

3 5 Végezd el a kijelolt miiveleteket, az eredményekben
vond 0ssze és rendezd a tagokat!

3a_a_ 3
A -4t

2x 56+ 1
p) =X _ox+1
)3 6

c) (5—3x+ 8x)+ (=2x°+ x*—9)
d) a—b—(a—b)—(2a—b)

Végezd el a kijelolt miveleteket, az eredményekben
vond 0ssze és rendezd a tagokat!

a) (-15x’y)- (%xf)
b) (2a*— 3ab+ b*)+ 2ab
c) 45+y)+6(2—y—y)

Végezd el a kijelolt muveleteket, az eredményekben
vond Ossze és rendezd a tagokat!

a) p(p'=2)+p(1-p")

b) (—=7x*+1)(2x — 4)

HAZI FELADAT

1 5 Ird fel az alébbi kifejezések rendezett alakjat, és 4lla-
pitsd meg az egyiitthatdjukat!

3 5 4 2
357 xy -y x; “Z-b -42—‘1-5b
Végezd el a kijelolt miiveleteket és a lehetséges 6sz-
szevondasokat!
a) (x+1)-2(x+2)+3(x+3)-4(x-4)
b) x(x+1)-—x>(x=-2) +x>(x-3) - x*(x - 4)
c) 556-3a-2a’+a?)-4(7+2a*-a’-a
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=y
Y

c) (2a—4)(5-a’—a)
d) (2xy— 3x°)(5x + 4y)

Végezd el a kijelolt miveleteket és a lehetséges 0sz-
szevonasokat, majd szamitsd ki a kifejezések he-
lyettesitési értékét is (a megadott értékek mellett)!

a) (—3x+ 2)dx+ 6(1 — x)— 4x(x— 5); x= >

4
1,1 (L4 L .
b) <2x 3y>6x <3x+2y>12y,
X

A kovetkezd kifejezések koziil melyek azok, ame-
lyek a benniik 1év6 betiik barmely értékénél pozi-
tivok?

ad+vs aA-b5  —ad'bh

(a—b)4

3

a2+1; —az—l; a—1

Végezd el a kijelolt mtveleteket és a lehetséges 6sz-
szevonasokat!

a) x2(5-2x+3x*-x>

b) (a’+2a+4)(a-2)

c) (B’ +3b>+3b+1)(b+1)

d) (3a—7)(—b5a+ 3)

Végezd el a kijelolt muveleteket és a lehetséges 0sz-
szevonasokat, majd utdna szamitsd ki a kifejezés
helyettesitési értékét, ha x =2 és y = —1!

(Gx=y) (y+1)(x=2y)
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BEVEZETO

Végezziik el a kijel6lt muveleteket, és figyeld meg, hogy milyen tagok jelennek meg az eredményben a szorzas (vagy négy-
zetre emelés) és 0sszevonas utan!

a) (2a+3)(2a+3) b)<2+5x +5> ¢) (+x)(y+x)

Megoldds
a) (2a+3)(2a+3)=(2a+3)2a+(2a+3)-3=2a-2a+3-2a+2a-3+3-3=4a’+6a+6a+9=4a’+ 12a+9

b)<£+5x +5>=§-§ 5-—+—-5+55—<§f+2<§~ﬂ+25

O P+x)+x)=yy+xy+y -x+xx=y+2yx+x

94

Az olyan algebrai kifejezéseket, amelyek valds szamokat, valtozdok pozitiv egész kitev6jli hatvanyait, valamint 6sszeadas,
kivonas és szorzas miiveleteket tartalmaznak, polinomoknak nevezziik.

Egy algebrai kifejezés tobbtagu, ha tartalmaz osszeadast vagy kivonast. PL: 6a°b + 5b° kéttagt kifejezés; —x° + 7xy° — 9
haromtagu kifejezés.

1. Ha a és b két tetsz8leges valds szam, akkor
(a+b)2=(a+b)(a+b)=(a+b)a+(a+b)b=a2+ba+ab+b2=a2+ab+ab+b2=a2+2ab+bz,vagyis

(a+b)?=a*+2ab+ b
Két szam Osszegének négyzete megegyezik az els6 tag négyzetének, a két szam kétszeres szorzatanak és a masodik
tag négyzetének az 6sszegével.

a b Ha (a + b)* kifejezést egy (a + b) oldalhosszisagti négyzet teriiletének tekintjiik,
akkor a fenti azonossagot jol szemlélteti a kovetkezd dbra:
a a? ab a
A nagy négyzet teriilete megegyezik az abra szerinti feldarabolassal keletkezett
négyzetek és téglalapok teriiletének osszegével.
b| ab b2 b
a b

2. Trjuk fel két szém kiilonbségének a négyzetét!
(a—bl=(a—b)-(a—b)=(@—-b)-a—(@—"b)-b=a-a=b-a—(@a-b—b-b)=
=aa —ba — ab + bb=a* — 2ab + b*

Tetszbleges a és b valds szamok esetén:

(a—bY’=a*—2ab+ b

EGYENLETEK ES AZONOSSAGOK



FELADAT

1 5 Végezd el a kovetkez6 miiveleteket! a) Fejezd ki a kiilonbséget x segitségével!
a) (a+ 10) b) (2¢— 54y b) Mennyi ez a kiilonbség, ha x = 35?
2 5 Végezd el a kovetkezo miiveleteket! 7 = Irdfel a kovetkezd hdromtagu kifejezéseket kéttagu
1 2 \2 2 1.\2 kifejezések négyzeteként!
a) (-x+ = b) (£a—-b
) (2 3y> ) <5 4 ) a) a®—20a+100 c) 4x°— 12’y + 9y*
4 2 1.2 1 1.2

3 5 Végezd el a kovetkez6 miiveleteket! b) ¥+ 8y 16 a9 o TV
a) (—3+ xy c) (—3—xY
b) —(3+ x¥ d) B+ 0P 8 5 Egészitsd ki a kovetkezd kifejezéseket ugy, hogy

egy kéttagu kifejezés négyzetével legyenek egyen-
5Kk!

4 5 Végezd el a kovetkezé miiveleteket! 16k : . .

a) (x3_1)2 b) (a+2b3)2 a) X+ 14x+ ... C) 9x —+36y
b) 25a*+ ...+ 9b* d) x*+ x*+ ...

5 s Végezd el a kovetkezé miiveleteket!

: a) (3a°— 2ab3)2 b) 5.5 + 3, 2 9 = Szamoloégép hasznélata nélkiil, a tanult nevezetes
<6 7T y) azonossag felhaszndldsaval végezd el az alabbi sz4-
ita !

6 = Hany négyzetméterrel kisebb az x — 2 méter olda- mltzsz(zk_at.m o\ = 2% = (50 — 8 =
14, négyzet alaku telek teriilete, mint az x + 2 méter Z) o B (40+2)"= ... vagy 42" = (50 = 8)"= ...
oldald, négyzet alaku telek teriilete (ahol x > 2)? ) B

HAZI FELADAT
1 5 Végezd el a kovetkezd miiveleteket! 3 - Hozd egyszerlibb alakra a kovetkez6 kifejezéseket,
a) (11x— 5y c) (7x+ 3y és szamitsd ki a helyettesitési értékiiket, ha x = %
i 0 — 101
b) (ia-+5bf d) (3a>+ 2ab?y csa=-10
2 a) 2(3x— 2y — 3(2x+ 1y
s Egészitsd ki a kovetkez6 kifejezéseket ugy, ho =a+ 3 - 3a-2 i
5 Bgészitsd ki a kovetkezd kifejezéseket tigy, hogy b)'fL >
egy kéttagu kifejezés négyzetével legyenek egyen-
16k! 4 < Szamolégép hasznalata nélkiil, a tanult neveze-
2 10 5%
a) a—5a+.. c) 100x"+ 40x"y" + ... tes azonossag felhaszndlaséval végezd el az alabbi
2 2 2
b) 16x"—...+y d b°+ 1+ ... szamitasokat, majd a kapott eredményt ellendrizd
szamologép segitségével!
a) 59° = b) 997° =

RAADAS

Egy derékszogli haromszog oldalainak hossza harom egymast kovetd paros szam. Szamitsd ki a haromszog oldalhossza-
sagait!
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31 NEVEZETES SZORZATOK ILI.

BEVEZETO

Végezziik el a kovetkezd szorzasokat!
a) (2x— 5)(2x+5) b) (¥ +1)(x¥—1) c) <x—l)<x+ 1)

Megoldds
a) (2x—5)(2x+5)=2x-2x+ 2x-5—5-2x— 5-5= 4x*+ 10x — 10x — 25 = 4x’ — 25
b) (F+1)(x*—1)=x"x"+x(-1)+1-x—1-1=x"—1

_2 2\_ 2 22 ,_22_,2_ 4
c) (x 3><x+3) x+x3 3 XT3 3=X

Mindegyik feladatban ugyanazon két tagnak az 9sszegét és a kiilonbségét kellett 6sszeszorozni. Figyeld meg, milyen tagok-
bol all az 4talakitasok utan kapott kifejezés!

Ha a és b két tetszbleges valds szam, akkor
(a+b)a—b)=(a+bja—(a+bb=a-a+b-a—(a-b+b-b)=a-a+b-a—ab—>b-b=a-"b

Tehat:
(a+b)a—b)=a>—b*

Két tag 6sszegének és kiilonbségének szorzata egyenld a két tag négyzetének kiilonbségével.

FELADAT

1 = Végezd el a kovetkez6 miiveleteket! b) (L o 7> <L x4 7)
a) (t+3)(t—3) ¢ (5b—2a)(5b+ 2a) > >
b) (2x—5)(2x+5) d) (2xy+ 1)(2xy—1) c) (3a’b+ 5ab’)(5ab” — 3a’b)

d) (& =)+ +y)
2 5 Végezd el a kovetkez6 miiveleteket!

a) (t—=3)3+t) ¢ (a—1)(1+a) 4 5 Az eddig megismert nevezetes azonossigok segit-
b) (¢+3)(3—¢t) d) (3x+2)(2—3x) ségével — szamologép hasznilata nélkiil - szdmitsd
ki a kovetkez6 miveletek eredményét!
3 5 Végezd el a kovetkezé miveleteket! a) 41-39 c) 1007 - 993
a) («°+ 3x)(x* — 3x) b) 198202 d) 57-63
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HAZI FELADAT

15

Végezd el a kijelolt miiveleteket!
a) (7y—1)(7y+1)

b) <%a + %b)(%a — %b)

c) (=y)y +x)
d) (x"+y")(x"=y")
Két egymast kovetd egész szam négyzetének kii-

lonbsége 33. Melyik ez a két szam? Hany megolda-
sa van a feladatnak?

RAADAS

1. Mennyivel nagyobb az x + y + z oldalhosszusagu négyzet teriilete, mint az x, y, z

oldalhossztisag négyzetek teriileteinek dsszege?

Megoldds
Az x + y + z oldalhossztisagli négyzet teriilete:

(x+y+zP=[(x+y)+zF=(x+y;P+2(x+y)z+ 2’ =
=X+ 2xy+ Y+ 202+ 22+ 2= X+ Y+ 2+ 2xy+ 2xz + 2z
Ha ebbdl kivonjuk a harom négyzet teriiletét, a kiilonbség: 2xy + 2xz + 2yz

2 . Kocka alaku tartély élhossza x méter. Mennyivel né meg a térfogata, ha a kocka éleinek hosszat 2 méterrel megnével-

jitk? Mekkora ez a kiilonbség, ha x = 5?

Megoldds
Ha a kocka élhosszusaga x méter, akkor térfogata x’, ha pedig x + 2 méter, akkor térfogata (x + 2)° m’.

35

A tanult nevezetes azonossagok segitségével — sza-
mologép hasznalata nélkil - szamitsd ki a kovet-
kezé miiveletek eredményét, majd a kapott ered-
ményt ellendrizd szamologép segitségével!

a) 291-309 b) 4,258

Végezd el a kijelolt miiveleteket!
HE -
a) <4x+ 2y>(0,25x 0,5y)
b) (+c—1)(?+c+1)
€) 5(x—2) = £(10x+ 1)(10x— 1)+ 5x(3x + 4)

x y z
—_—
x x xy |xz
y xy ¥ y-z
z 58°% y-z z

(x+2P=(x+2P (x+2)=("+4x+4)(x+2)=xX"+x" 2+ 4+ 4x 2+ 4x+ 8=x"+ 6x° + 12x+ 8

A két térfogat kozotti killonbség 6x° + 12x + 8. Ennek a kiilonbségnek az értéke x = 5 esetén: 6+ 5° + 125 4 8 = 218. Tehat

ha egy 5 m élhossztsagti kocka éleit 2 méterrel megnoveljiik, a térfogata 218 m*-rel lesz nagyobb.

3. Végezd el a kijel6lt miveleteket!
a) (a+ b)a’—ab+ b*)

Megoldds
a) (a+b)a’—ab+b)=a’—a’b+ab’+ba*—ab’+ b’ =a’ + b’
b) (a—b)a*+ab+b’)=a’+a’b+ab’—ba’—ab’ - b’ =a’ -1’
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EMELT SZINT

1. Polinomok

Az x valtozo valamely polinomjanak a jelolésére gyakran a P(x), Q(x), ... szimbolumokat szoktuk hasznalni.

Példdul P(x) = x° + 2x° — 7 — 4x° — 6x + 3x° az x valtozo polinomja. P(x) az egynemd tagok dsszevondsaval egysze-
riibb alakra hozhaté: P(x) = 2x’ — 6x— 7.

Egy egyvaltozos, n-edfokd polinomnak a valtozd csokkend hatvanyai szerint rendezett altaldnos alakja:

n—1 n—2

a,x'+a,_xX"""+a_,x""+ . +ax+a,x+ax+ a,

ahol n € N; minden egytitthaté (a; i =1, 2, ..., n) valés szam és a,, # 0.

Ha figyelembe vessziik, hogy az elséfoku és a konstans tagot irhatjuk a,x' + a,x° alakban is, a polinom a,x" alaku tagok
Osszegeként irhato fel.

A fenti P(x) = 2x’ — 6x — 7 polinom harmadfokd polinom, amelyben a, = 2, a, = —6 és a, = —7. Ebben a polinom-
ban nem szerepel méasodfoku tag, ami azt jelenti, hogy a, = 0.

A tobbvaltozos polinomban tbb valtozo is szerepel. Kétvaltozos polinomok példaul:

a*+2ab+ b4 4x’y—5xy—7.

A polinom tagjainak fokszama a tagban szerepl6 valtozok hatvanykitevSinek az Gsszege.

Példaul a 4x’y — 5xy — 7 tagjainak fokszama rendre 4; 2; 0.

A polinom fokszama a polinomban szereplé tagok fokszamai koziil a legnagyobb érték.

Példaul a 4x’y — 5xy — 7 polinom fokszdma 4.

2. Tovabbi nevezetes azonossagok
A kidolgozott feladatban szerepl6 feladatok megoldasa soran észrevehettiik, hogy az eddig felirt nevezetes azonossago-
kon kiviil tovabbi szorzatok polinom alakjaban is felismerhetiink szabalyszertiséget.
A 1. kidolgozott feladatban egy haromtagu kifejezés négyzetét kellett kiszamolni, amit polinom alakba irva egy kony-
nyen megjegyezhet6 kifejezést kaptunk. Ez alapjan:

(@a+b+c)=a’+ b+ +2ab+ 2ac+ 2bc

A 2. kidolgozott feladatban egy kéttagi kifejezés harmadik hatvanyat kellett felirni. Irjuk ezt fel dltalénosan!
(a+by=(a+by(a+b)=(a’+2ab+b’)a+ b)=a’+a’b+2a’b+ 2ab’+ b’a+ b’ =
=a’+ 3a’b+ 3ab’+ b’

Tehat: (a + b)® = a® + 3a’b + 3ab* + b°

A fentihez hasonlé médon szamolhatjuk ki két szam kiilonbségének a kobét is:
(a—b)*=a®—3a’b + 3ab> — b°.

A 3. kidolgozott feladatban lattuk, hogy

A+ =(@a+b)(a*>—ab+ b

@’ — b= (a—b)(a>+ab+ b

A 3. kidolgozott feladat eredményei is altalanosithatok:

Ha a és b valds szamok, és az n pozitiv egész szam, akkor
a"—b'=@(@a-b)a '+a" b+a" V- ... +ab" r+b" )
Ha a és b valds szamok, és az n paros pozitiv egész szam, akkor
a'—b'=@+b)@" '—a" " b+a" W —.. +tab"  -b""")
Ha a és b valds szamok, és az n paratlan pozitiv egész szam, akkor
a"+b'=(@a+b)a '—a""b+a" P — ... —ab" P+ ")
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3. A Pascal-haromszog

A haromszog minden sora 1-gyel kezd6dik, és 1-gyel végzédik. Ebben a harom-

sz0g elrendezésben a 2. sortdl kezdve a sorok barmely bels6 szama a felette 1év6 1 3 3 1

sorban balrdl és jobbrol allé két szamnak az Gsszege.

1 5 10 10 5 1

a) Ezen szémok megegyeznek az (a + b)" felbontdsaban szerepld egyiitthatokkal, I 6 15 20 15 6 1

az ugynevezett binomialis egytitthatokkal:

(a+b)° = 1

(a+b)= 1a' + 10"
(a+b)?*= 1a* + 24 + 11°
(a+0b)?= 1a® + 34" + 34'v* + 11°

(a+ b= 1a*+ 42" + 6a°V* + 44'V* + 1b*

1 7 21 3 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1

(ezt hivjuk nulladik sornak)
(ezt hivjuk els6 sornak)
(ezt hivjuk mdsodik sornak)

Feladat: Folytasd a hatvédnyozast! Ird fel a kovetkezd két sorban szerepld tagokat!

Hogyan lehetne ezzel a mddszerrel felirni két tag tizenhetedik hatvanyat, szazadik hatvanyat, otszazadik hatvanyat?
Elvi akaddlya nincs, hogy tovabb szamoljuk a Pascal-hdromszog Gjabb sorait a meglévék alapjan, de pl. a szdzadik
hatvény felirdsdhoz kellene ismerniink az 9sszes addigi sort. Létezik mas modszer is a binomialis egytitthatok felird-
sara, ezt majd a kombinatorika témakorében fogjuk megtanulni.

b) Adjuk 6ssze az egy sorban 1évé szamokat és figyeljiink meg egy érdekes dolgot, amit aztdn be is tudunk latni, ha

a=b=1.

Feladat: Olvasd ki a haromszogbdl, hogy hany hdrom elem részhalmaza van egy hét elemt halmaznak; és hany 6t

elem részhalmaza van egy nyolc elemt halmaznak!

FELADAT

1. Hozd egyszeribb alakra, majd szamitsd ki a kovet-

kezd Kkifejezések helyettesitési értékét, ha a = %,

D P
x=ésy=3.

a) 24+ay-31-a)a+1)+2(1—ay
b) (3x—yy—(2x+ 3y)(2x—3y)— (x+ y)

2 . Végezd el a kovetkezé miveleteket!
a) (a+ 5y d) (1+a+a’)(l+a)
b) (x+2)(x*—2x+4) €) (a+1)(a—1)(a’—1)

c) <§_2>3 f) (a—b+c)a—b—c)

3. Végezd el a kovetkezé miiveleteket!
a) (x+2y+3zf b) (x—2y+2)

4 . Hatarozd meg, hogy a hatvanyozas és lehetséges 6sz-
szevonasok elvégzése utan mennyi lesz
a) x’ egyiitthatéja az (x + 5)*
b) x*egyiitthatéja a (3x — 1)°
c) x’ egyiitthatéjaa (2x + 3)°
kifejezésekben!
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Finnorszag zaszlaja (finn

nyelven siniristilippu, magya-

rul kék keresztes zasz16) olyan

11:18 oldalardnyu téglalap,

melyet fehér és kék téglalapok

alkotnak. A hosszabb oldal mentén 5: 3 : 10 arany-

ban, a révidebb oldal mentén pedig4 : 3 : 4 aranyban

oszté pontok hatarozzak meg a ,kereszt” elhelyezé-
sét. Jeloljiik a téglalap révidebb oldalat x-szel, melyre

0 < x teljestl.

a) Ird fel x segitségével a kék kereszt teriiletét!

b) Mennyivel valtozik a kereszt teriilete, ha a zasz-
16 r6videbb oldaldnak hosszat x + 4-re noveljiik?
Add meg a kiilonbséget x csokkend hatvanyai
szerint rendezett polinom alakjaban!

Egy téglatest éleinek hosszat cm-ben mérjiik. Az egy
csucsbol indulé élek mérészamainak négyzetdsszege
100, az egy csticsbol induld élek mérdszamai osszegé-
nek négyzete 73. Hany cm” a téglatest felszine?
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BEVEZETO

Vizsgaljuk a 7917-et az aldbbi kérdések szerint!
- Oszthaté-e 13-mal?

- Tobbszorose-e a 11-nek?

- Milyen maradékot ad 29-cel osztva?

- Hany 20-nal nagyobb osztdja van?

Szamologép hasznalatéval lehetséges, de még tgy is hosz-
szadalmas a helyes valaszok megadasa.

Sokkal kénnyebb lenne a feladatunk, ha a 3-7-13-29
szorzatra tennék fel ugyanezeket a kérdéseket.

Vegytik észre, hogy a két feladat ugyanarrol a szamrol szdl,
csak a masodik esetben szorzatalakban adtuk mega 7917-et.
Ellendrizd szdmolassal!

Valaszold meg ennek ismeretében a kérdéseket!

Hasonldan jarhatunk el az algebrai kifejezések esetében is.
A matematikai kifejezések bizonyos vizsgalatat (és késGbb
majd latni fogjuk, hogy egyenletek megoldasat is) meg-
konnyitheti, ha szorzat formadjéban irjuk fel azokat.

KIDOLGOZOTT FELADAT

100

Alakitsuk szorzatta a kovetkezd kifejezéseket!
a) 2xy’ + 5x°y°

Megoldds

Vizsgaljuk ezt meg a kovetkezd példa segitségével!

Gondoltam egy szamot. A szam kobébdl kivontam a szam
16-szorosat, igy nullat kaptam. Hanyféle szamra gondol-
hattam? Mi lehetett a gondolt szam?

Jeloljiitk a gondolt szamot x-szel! Az elvégzett muveletek
szerint x’ — 16x nullaval egyenld.

Két mennyiség kiilonbsége sok esetben adhat nullat, ezért
probalkozzunk mas alak létrehozasaval.

A kiemelés szerint

X — 16x = x(x* — 16).

Nevezetes azonossag alapjan

(x + 4)(x — 4) = x* — 16.

Ezért

2 —16x = x(x* — 16) = x(x + 4)(x — 4).

Egy szorzat nulla, ha valamelyik tényezdje nulla, ezért
x=0 vagy x +4 =0 vagy x —4 =0 teljestilhet. Ezekbdl
adodik, hogy x értéke 0 vagy —4 vagy 4 lehet, azaz erre a
haromféle szamra gondolhattunk.

b) x>+ 3x+ xy+ 3y

a) Ha egy 0sszeg tagjainak van kozos szorzétényezdje, akkor azt az ab + ac = a(b + c) azonossag alapjan szorzat alakba

tudjuk irni: a szorzat egyik tényez6je a kozos tényez6 lesz. Ezt a modszert kiemelésnek nevezziik, ami tehat akkor alkal-

mazhatd, ha egy 6sszeg minden tagjanak van kozos tényezdje.

A 2xy’ + 5x’y” mindkét tagjdnak az x kozds tényezdje, ezért az x-et kiemelhetjiik: 2xy” + 5x°y* = x(2y° + 5xy°).

Ko6z6s tényez6jiik az y* is, ezért ha ezt emeljitk ki: 2xy° + 5x°y* = y*(2xy + 5x%).

Természetesen xy” is kiemelhetd: 2xy’ + 5x°y* = xy*(2y + 5x).

b)

Igy a tagokban szerepld dsszes kizds tényezét kiemeltiik, a kifejezést mar nem tudjuk tobb tényezd szorzatara bontani.

Ebben a kifejezésben nincs olyan szorzétényezd, amely minden tagban el6fordul. Most a tagok ligyes csoportositasaval,
tobb lépésben torténd kiemeléssel juthatunk eredményre.

x4 3x+ xy+ 3y = (" + 3x)+ (xy+ 3y) = x(x+ 3)+ y(x+ 3) = (x+ 3)(x+ )

Természetesen a tagok mas csoportositasaval is szorzattd alakithatunk:

X+ 3x+ xy+ 3y = (" + xp) + 3x+ 3y) = x(x+ y)+ 3(x+ y) = (x+ y)(x + 3).
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FELADAT

1 5 Alakitsd szorzattd az alabbi kifejezéseket! 4 5 Csoportositassal alakitsd szorzattd a kovetkezd ki-
a) 8x+ 24 fejezéseket!
b) 8xy+ 24y a) x*— 5x+ xy— 5y
c) 8x’y+ 24xy b) 3y—y*+ 15— 5y
d) 24x*y’z + 8x*y’ c) 3ax+ 4by + 4ay + 3bx

d) 10a®— 21xy + l4ax — 15ay
2 - Allapitsd meg, hogy melyek a kdzos tényezok az
alabbi kifejezések mindegyikében! Hatdrozd meg 5 = Alakitsd szorzattd a kovetkezo kifejezéseket!

azt is, hogy melyik kifejezés hanyszorosa a kozos a) x(y—2)—3(2—-y)
tényez6knek! Vedd észre, hogy:
A =12xy7 B =6xy’z* C=3xy7 —3(2—y)=—6+3y=3y—6=3(y—2)
D = 15xy'z* E= 9xy’7 b) x¥*—5x+5y—xy ¢) ab—4a+8—2b

3 & Alakitsd szorzattd a kovetkez6 kifejezéseket! 6 = Milyen x, illetve y értékek esetén lehet nulla az
a) 159°—5 alabbi kifejezések helyettesitési értéke? Gondolj a

Y=y ) Y )
3_ 92 szorzatta alakitasi lehetéségekre!
b) a@—2a"—a g
c) 7xy— 14x’y + 21x°y a) (2x—1)(7x"=3x’)
b) x>+ 3x° +3x+9
2,445 x
a9 3% 73% * 3 c) 15xy* — 10xy’°
HAZI FELADAT

1 5 Alakitsd szorzatta a kovetkezd kifejezéseket! 3 5 Alakitsd szorzatta a kovetkezo kifejezéseket!
a) 63y—9 c) 63y°— 7y a) 20x’y— 15xy
b) 63y>— 7y d) 63y°z" — 14yz b) 7x*— 14x + 8xy — 16y

c) 2ax+2bx+a+ b

2 - Allapitsd meg, hogy melyek a kozods tényezék az d) x*—2y—xy+ 2x
alabbi kifejezések mindegyikében! Hatdrozd meg e) x""74 x"
azt is, hogy melyik kifejezés hanyszorosa a kozos
tényezOknek! 4 5 Milyen x, illetve y értékek esetén lehet nulla az
A =12a0°C alabbi kifejezések helyettesitési értéke? Gondolj a
B = 20ab’c* szorzatta alakitasi lehet6ségekre!
C = 84%% a) 3x*—192x
D = 16a’b'c* b) 5x’y+10x’y
E = 24ab’c
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BEVEZETO

1. Dontsitk el szamolégép hasznalata nélkil, hogy
2'°— 1 oszthaté-e 17-tel!

Megoldds

A 2'° — 1 két szdm négyzetének a kiilonbsége, igy a neveze-
tes szorzat alapjan felirhaté két szam 6sszegének és kiilonb-
ségének a szorzataként:

20— 1= - 1P=(28+ 1)(2°-1).

Ennek a szorzatnak a masodik tényezdje szintén egy neve-
zetes szorzat:

2°—1=(2"+1)(2* - 1), tehat azt kaptuk, hogy

2 —1=02+ 12"+ 1)(2" - 1).

Ebbél mar latszik, hogy oszthaté 17-tel, hiszen 2* + 1 = 17.

2 . Hany olyan primszam van, mely 1-gyel kisebb egy
pozitiv egész szam négyzeténél?

Megoldds

[rjuk fel altaldnos alakban a vizsgalandé mennyiséget!
Jeloljiik n-nel a lehetséges pozitiv egészeket, igy a négyze-
titknél 1-gyel kisebb szam n*> — 1. Ennek vizsgalata kony-
nyebben elvégezhetd, ha nevezetes azonossag segitségével
(n—1)(n+ 1) alakba irjuk. Eszrevehetjiik, hogy az elsé
tényezénél a masodik tényezd 2-vel nagyobb, azaz a té-
nyez6k egymast kovetd paratlan vagy egymast kovet6 pa-

FELADAT
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1 = Nevezetes szorzatok segitségével alakitsd szorzatta
a kovetkez6 kifejezéseket!
a) x*—49 c) 25a°— 36b°
b) 1— & d L1,

2 5 Nevezetes szorzatok segitségével alakitsd szorzattd
a kovetkez6 kifejezéseket!
a) x*—22x+121
b) 100x*+ 20x + 1
c) 9a’— 12ab + 4b°
d) a*+2a’b+ b’

ros szamok. Az ilyen tényezdk szorzata csakis akkor lehet
prim, ha az egyik (nyilvanval6an a kisebb) tényezo értéke
1. Ez azt jelenti, hogy n — 1 = 1, azaz n = 2 lehet. Igy meg-
allapithatjuk, hogy egyetlen olyan primszam van, mely egy
1-gyel kisebb egy pozitiv egész szam négyzeténél, és ez a
primszdm a 2° — 1, azaz a 3.

3. Egy négyzet oldalanak hossza eredetileg x egység.
Hany egységgel noveltilk meg a négyzet oldalat, ha
teriilete x* + 6x + 9 nagysagtra novekedett?

Megoldds

Ha észrevessziik, hogy az egyik tanult nevezetes azonossag
segitségével a kapott teriilet nagysaga (x + 3)° alakban is
irhatd, akkor megallapithatjuk, hogy a valtoztatassal kapott
négyzet oldala x + 3 egység hosszusagu, azaz az eredeti
négyzet oldalanak hosszat 3 egységgel noveltiik meg.

Mar az el6z6 leckében is lattuk, hogy a szorzatta alakitas
megkonnyitheti egy feladat megoldasat. A Bevezet6 felada-
taiban felirt kifejezésekben egy-egy nevezetes azonossagot
ismerhettiink fel, ennek segitségével tortént a szorzattd
alakitas. Lehet, hogy a kifejezésben csak kiemelés utan
vessziik észre a nevezetes szorzatot, és az is lehet, hogy
a szorzatta alakitdsndl kialakuld tényezéket még tovabbi
tényezdékre tudjuk bontani.

3 = Kiemeléssel és nevezetes szorzatok segitségével
alakitsd szorzatta a kovetkezd kifejezéseket!
a) 50— 2x* c) 15ab” — 30ab + 15a
b) 63y’ — 7y d) —y* +4y—4

Kiillonboz6 modszerek alkalmazasaval bontsd té-

=9
Y

nyezokre a kovetkez6 kifejezéseket!
a) 3a°+ 18a'b + 27a’b’

b) ¥ -y’ —x—y

c) at— b

d) a®—a*+ 2da° + 24°
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KIDOLGOZOTT FELADAT

Két pozitiv egész szam négyzetének killonbsége 15.
Melyik lehet ez a két szam?

Megoldds
Jeloljiik a két szamot a-val és b-vel, és tegyiik fel, hogy

a

Az ismert nevezetes szorzat alapjan
(a+ b)a—Db)=15

Mivel a és b pozitiv egész szamok, a + b és a — b is pozitiv
egészek, tehat a 15-6t két pozitiv egész szam szorzataként
kell felirni:
15=5-3

> b. Ekkor felirhatjuk, hogy a* — b* = 15.

(D).

)

FELADAT

5 5 Két természetes szdm négyzetének kiilonbsége 21.
Melyik lehet ez a két szam?

HAZI FELADAT

1 - Alakitsd szorzattd a kovetkezo kifejezéseket!
a) 4a°-9 c) 25"+ 80r+ 64

b) %b“—l d) 9¢°— 1283d + 4d*

2 - Alakitsd szorzattd a kdvetkezo kifejezéseket!
a) 7+ lded + 7d> ¢) 3xy°+ 6xy + 3x
b) a’b— ab’ d —x*—2x—1

EMELT SZINT

FELADATOK

1.

Alakitsd szorzattd a kovetkezd kifejezéseket!
a) x’—18x°+ 108x — 216 c) x*+27
b) 125x”+ 75x° + 15x + 1 d 1-4°

Bizonyitsd be, hogy 5" — 1 oszthat6 24-gyel és 124-gyel!

Bizonyitsd be, hogy 2** — 1 oszthaté 15-tel és 17-tel!
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vagy

15=15-1

Az (1) és (2) egyenletekbdl kapjuk, hogy
a+b=5éa—-b=3,

az Osszes lehetséges eset (a=1b=4a=2b=3;a=3
b=2;a=4b=1)vizsgalatabdl a = 4 és b = 1 adddik.

Az (1) és (3) egyenletekbdl kapjuk, hogy
a+b=15éa—-b=1,

az Osszes lehetséges eset vizsgalatabol a = 8 és b = 7 ado-
dik.

Ellenérizziink behelyettesitéssel!

£-1’=16-1=15 8 —7'=64—49=15.

©)

és

6 = Hatdrozd meg az 6sszes olyan n pozitiv egész sza-
mot, amelyre
a) n’— 4n+ 4 primszam;
b) n’— 4 primszam!

3 5 Alakitsd szorzattd a kovetkez6 kifejezéseket!
a) x'— 81 c) xX’y+3x"—4y—12
b) x+x*—x*—x* d) xz+10x+25—y2

g) x’—y —10y— 25
h) x*—6x—16

e) a—a
f) 4a’+4a+1-10’
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BEVEZETO

Hoémérsékleti skalak

Megszoktuk, hogy Magyarorszagon a levegd, az anyagok,
az emberi test hdmérsékletének meghatdrozasara a mért
értékeket Celsius-fokban (roviditve: °C) adjak meg. (A hét-
koznapi életben - kissé helyteleniil — leginkabb csak a fok
megnevezést szoktuk hasznalni.) Ugyanakkor az USA-ban
jelenleg is hasznalatos mértékegység a hdmérséklet leirasa-
ra a Fahrenheit-fok (roviditve: °F), valamint a természettu-
domanyokban megalkotott torvényekben akkor jarunk el
helyesen, ha a hémérsékletet (a nemzetkozileg elfogadott
mértékegységrendszernek megfelel6) kelvin mértékegy-
ségben (roviditve: K) helyettesitjiik a képletekbe. Az el6b-
biek miatt sok esetben sziikség van arra, hogy a kiilonb6z6
meértékegységekben megadott adatokat megfeleléen atvalt-
suk. Az atvéltas elvégzéséhez ismerniink kell a kiilonboz6
hémeérsékleti skalak kozott felirhaté kapcsolatot. Néhany
Osszefiiggés ezekre vonatkozoan (F a hémérséklet értékét
jeloli Fahrenheit-fokban; K a hémérséklet értékét jeloli kel-
vinben; C a hdmérséklet értékét jeloli Celsius-fokban):

F=%c+n K=C+273,16

a) Varhatoan hany Celsius-fok lesz a levegé hdmérsékle-

te, ha az id6jards elGrejelzés szerint Boston kornyékén
77 °F-ra szamithatunk?
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b)

A feladatbeli adat segitségével a 77 = %C + 32 egyis-

meretlenes egyenlethez jutunk.

Az ismeretlen mennyiség értéke olyan valds szam le-
het, mely megfelel a szoveg feltételeinek, igazza teszi
az egyenléséget. Célunk az, hogy ezt az értéket (vagy
értékeket) megtalaljuk, vagyis meg kell hatdroznunk az
egyenlet megoldasait (gyokeit).

A mérlegelv segitségével haladhatunk tovabb, az egyen-

let mindkét oldaldbol kivonunk 32-t, 45 = % C.

Az egyenlet mindkét oldalat osztjuk %—del, azaz szo-
rozzuk %—del, igy 25 = C adddik, azaz a varhat6 hé-
meérséklet 25 °C koriili.

Ellendrzés: A kapott eredményt visszahelyettesitve az ere-
deti egyenletbe adddik a bal és jobb oldal egyenlésége.

Projekt feladatok:

Jarj utdna,

— mikor éltek azok a fizikusok, akikrél az el6bb emli-
tett hdmérsékleti skalakat elnevezték;

- milyen hémérsékleti alappontokat és milyen be-
osztasokat vettek figyelembe a homérsékleti skalak
megalkotasanal;

- milyen egyéb homérsékleti skalak léteznek!

Mar az altalanos iskoldban is sok egyenletet oldottunk meg. Ezek legtobbszor egyismeretlenes egyenletek voltak. Azo-

kat a szamokat kerestiik, amelyeket az egyenletben szereplé betii helyébe irva fennall az egyenl6ség.

Az egyenletek megolddsa soran eddig legtobbszor a mérlegelvet hasznaltuk. Ez azt jelenti, hogy az egyenlet gyokeinek

a halmaza nem valtozik meg, ha az egyenl6ségjel két oldalan allo kifejezést (szamot)

- ugyanannyival noveljiik vagy csokkentjiik,

- ugyanazzal a 0-t6l kiillonboz6 szammal vagy kifejezéssel megszorozzuk,

- ugyanazzal a 0-t6l kiilonb6z6 szammal vagy kifejezéssel elosztjuk.

A mérlegelv segitségével sok egyenletbdl kaphatunk olyan egyszertibb, masik egyenletet, amelynek a gyokei ugyanazok,

mint az eredeti egyenlet gyokei.

Az egyenlet rendezése soran iigyelj az el6jelekre,

példaul ha zardjel vagy tortvonal el6tt a kivonas jele vagy egy negativ szorzdtényez6 all!

EGYENLETEK ES AZONOSSAGOK



FELADAT

1 = a) Hany Fahrenheit-foknak felel meg 70 Celsius-
fok? (Vedd észre, hogy ez egy algebrai kifejezés
helyettesitési értékének meghatarozasat jelenti.)

b) Hany kelvinnek felel meg 100 Fahrenheit-fok?
c) Fejezd ki a kelvint a Fahrenheit-fok segitségével!

2 5 Melyik szamot irhatjuk az x helyébe, hogy igaz le-
gyen a kovetkezd egyenldség?
2x=7 4-5x
6 10
Az egyenlet megoldasa soran alkalmazd a mérleg-

=x-17

elvet!

3 5 Oldd meg az egyenleteket mérlegelvvel!
4x—2 _ - 23— 6x
a) 3 = 5 >

4 = Oldd meg az egyenleteket! Figyelj az el6jelekre!
6x-4 5x-1 3-x
3 2 6

a)

b) (x-2) -2 = (x+3) ~2(x-1)

5 5 Egy tizletben az akciés DVD-kbdl vettiink kett6t
azonos arban, és még egy harmadikat, amely nem
volt akcids. Ez utdbbi 3990 Ft-ba keriilt. Osszesen

HAZI FELADAT

1 5 Oldd meg az egyenleteket a mérlegelv alkalmaza-
saval!
a) (x+4)(x-4) =x*-2x
b) 100x - 100(27 - x) = 1100
x+3 5-x 2

2 = Oldd meg az alabbi egyenleteket a mérlegelv alkal-

mazdasaval!
5 2-7
a) Tx L VIR

b) 2x—3)*—(2x—-5)%=40
4x—5_5x—4 _ 15 - 3x
15 10

c) 3+

34. lecke | EGYENLETEK

Y

)

Y

7830 Ft-ot fizettiink. Mennyi az akciés DVD-k ere-
deti dra, ha a kedvezmény mértéke

a) 20%; b) 200 Ft?

Bence az a) feladathoz az

(x-0,8) -2+ 3990 = 7830,

a b) feladathoz pedig az

(x =200) - 2 + 3990 = 7830 egyenletet allitotta fel.
Szerinte az akciés DVD-k eredeti ara darabonként
az a) esetben 2400 Ft, a b) esetben 2120 Ft volt.
Vajon hogyan gondolkozott Bence? Ellendrizd
Bence megoldésat!

Rendezd at az egyenleteket mérlegelv segitségével
ugy, hogy az egyenldségjel egyik oldalan 0 alljon,
majd alakitsd szorzatta a masik oldalon szerepld
kifejezést! Mely szamok teszik igazza az egyenle-
teket?

a) x*— 5x = 6x°— 25x

b) x’+19—2x=10x—17

c) x*—5x+15=7x— 2x>+ 3

Egy hasznaltaut6-kereskedé egy honap alatt 20 au-
tot adott el. Hogy kicsit fellenditse a forgalmat,
elhatdrozta, hogy a kovetkez6é honapban lemond a
haszon egy részérol: minden egyes aut6t 20 000 Ft-
tal olcsobban ad. A kovetkezé honapban 30 autét
adott el, és igy 200 000 Ft-tal tobb lett a bevétele,
mint az el6z6 honapban. Mennyiért adott eredeti-
leg 4tlagosan 1-1 autot?

A harom konyvespolc

koziil a legalsén
kétszer annyi
kényv van, mint
a legfelsé6n,

és 20%-kal
tobb, mint

a kozépson.
A harom pol-
con Osszesen
70 konyv van.
Hény konyv
van az egyes
polcokon?
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Egy egyismeretlenes egyenlet értelmezési tartomanya az dsszes olyan valds szamnak a halmaza, amelyeken az egyen-

letben szerepld Osszes kifejezésnek értelme van (pl. tort esetén a nevezd értéke nem lehet nulla).

Egyenletek megoldasakor sokszor az a feladat, hogy az értelmezési tartomany 9sszes eleme koziil keressitk meg azokat,

amelyeknek a behelyettesitésekor az egyenletbdl igaz allitast kapunk. Ezek a szamok az egyenlet gyokei (megoldasai).

Az egyenlet gyokei alkotjak az egyenlet megoldashalmazat.

Gyakran el6fordul, hogy az egyenlet mellé egy alaphalmazt is

alaphalmaz értelmezési tartomany

adunk, és ennek az elemei kozott keressiik a gyokoket. Ebben az

esetben csak az értelmezési tartomany és az alaphalmaz k6zos ré-

s2¢éb6l (metszetébol) keriilhetnek ki az egyenlet gyokei.

Szoveges feladatok esetében az alaphalmazt a tartalom szabja

meg.

csak itt lehetnek az egyenlet gyokei

Az egyenlet megolddsanak megkezdése el6tt célszerit megvizsgalni az egyenlet értelmezési tartomanyat. Ezzel a meg-

oldas menete lerovidithet6, és a megoldasok ellendrzése is egyszertibbé vélhat.

KIDOLGOZOTT FELADAT

Hajni fiivet nyir, de sajnos csak egy régi, kis teljesitményi
finyirdjuk van. Bence segit neki: ,Ez a kert koriilbeliil
600 m2. Ha egyediil csindlod, nem végzel sotétedésig sem.
Segitek neked. K6lcsonkérjiik a szomszéd szuper flinyirojat
is, igy egyiitt meglesziink 1,5 dra alatt, hiszen a szuper fii-
nyiréval 2 6ra alatt én egyediil is le tudnam nyirni az 6sszes
fitvet” Mennyi idébe telne a flinyiras Hajninak egyediil?

Megoldds
Els6 modszer (egyenlettel)
Foglaljuk tablazatba, mit tudunk Hajni és Bence flinyira-

sarol!
Hajni Bence

Egyediil a 600 m’-t ennyi
] gyedu ., 4 x Ora 2 Ora
ora alatt nyirna le
1 6ra alatt ennyi m*-t 600 600

, - —— =300
nyir le X 2
1,5 6ra alatt ennyi m*-t 600

; L5-— 1,5-300=450
nyir le X

Hajni és Bence egyiitt 1,5 6ra alatt nyirja le az egész kertet,
azaz 600 m’-t. Trjuk fel mindezt egyenlettel, a tablazat utol-
s6 soranak felhasznalasaval!

600

1,5-——+450=600 /=450
x
1,5-@:150 /-x (x#0)
x
1,5-600 =150x
900=150x /:150
x=6

Tehat Hajni egyediil 6 6ra alatt nyirnd le a fivet.

Ellendrzés

Ha Hajni egyediil 6 dra alatt nyir le 600 m? fiivet, akkor
1,5 ora alatt éppen a kert egynegyedét nyirja le, azaz
150 m?2-t.

Bence, aki 1 dra alatt végez 300 m?-rel, 1,5 6ra alatt ennek a
masfélszeresérol, 450 m2-rol vagja le a fiivet.

Ketten egyiitt 150 + 450 = 600 m2-nyit vagnak le, azaz ép-
pen végeznek a flinyirassal a teljes kertben.

EGYENLETEK ES AZONOSSAGOK



Masodik médszer (egyenlet nélkiil, szemléletesen)

Bence egyediil 2 dra alatt nyirja le a kertet.

1 6ra alatt a felét nyirja le.

3

1,5 6ra alatt a Z—ét nyirja le.

FELADAT

1s

Egy kezdé gépirdt egy hosszu szoveg legépelésével
biznak meg. Segitségiil hivja egyik gyakorlott kol-
légajat, aki egyediil 2 dra alatt tudna legépelni ezt a
szoveget. Ketten egytitt dolgozva 1 dra 12 perc alatt
elkésziilnek a munkaval. Mennyi ideig tartott volna
a hosszt szoveg legépelése a kezd6 gépironak egye-
dil? Oldd meg a feladatot egyenlettel és egyenlet
nélkiil is!

Pali a matematikaosztalyzatainak atlagat szamol-
gatja. Az osztalyzatok Osszege 66. ,Erdekes, hogy
ha az utols6 harom osztalyzatomat — egy harmast és
két négyest — elhagynam, akkor ugyanannyi lenne
a jegyeim atlaga, mint most” Hany osztalyzata lehet
Palinak? Oldd meg egyenlet nélkiil és egyenlettel is!

HAZI FELADAT

1s

35. lecke | PROBLEMAMEGOLDAS EGYENLETEKKEL

Egy nagy épitkezésen dolgozé colopverd gép 5 6ra
alatt verné le az osszes colopot, egy masik gép vi-
szont egyediil dolgozva 3 dra alatt végezne ezzel a
munkaval. Mennyi id6 alatt késziilnek el, ha a két
colopverd egytitt dolgozik?

Bence 1 6ra alatt 20 m2-t as fel, Hajni 1 6ra alatt

16 m?-t.

a) Két ora alatt hany m?2-t asnak fel ketten egytitt
dolgozva?

b) Hény 6ra alatt dsnak fel 120 m2-t egytitt?

Hajni ezt az i kertet nyirta le 1,5 6ra alatt.

Hajninak a teljes kerthez egyediil 4-szer ennyi idére van

sziiksége, azaz 6 Orara.

Y

Y

Y

Y

Egy ékszergyarban 100% aranytartalmu (24 kara-
tos) és 25% aranytartalmu (6 karatos) ,tortarany”
Osszeolvasztasaval 1 kg 75% aranytartalmu (18 ka-
ratos) aranyat kaptak.

Hény kilogramm szinarany-  _

ra volt szitkség? Oldd meg /

a feladatot egyenlettel és /ﬁ
4

egyenlet nélkiil is! O P

Egy futballcsapat egy idényben 32 mérkdzést jat-
szott. Kettével kevesebb meccset vesztettek, mint
amennyit nyertek, és feleannyi dontetlent jatszot-
tak, mint ahany meccset vesztettek. Hany nyert,
hany vesztett és hany dontetlen meccsiik volt?

Egy liter (1000 gramm) 5%-os és egy liter 2%-os

sooldatunk van. (A szazalékos aranyon most to-

megszazalékot értstink!)

a) Hany gramm s6 van az egyik, illetve a masik
oldatban?

b) Osszedntjitk a két séoldatot. Hany szdzalékos
oldatot kapunk?

A boltban csak 100%-0s és 12%-os gylimolcstartal-
mu narancslét lehet kapni. A 100%-os nagyon to-
mény, a 12%-os meg tul vizizd, a kettd kozott lenne
az igazi. Melyikb6l mennyit keverjiink 0ssze egy
kancséban, hogy 1 liter 34%-os gytimélcstartalmu
narancslevet kapjunk?
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Raadas

BEVEZETO

Amikor egyismeretlenes egyenleteket oldunk meg, akkor
olyan szamokat keresiink, amelyeket az egyenletben sze-
repld beti helyébe irva fennall az egyenldség.

2629 _ x egyenletbe az x helyébe 2-t irunk,

Ha példaul a

4-9
akkor azt kapjuk, hogy — - 2; -1 = 2, ami nem igaz.

De ha az x helyébe (-3)-at irunk, akkor azt kapjuk, hogy

—6-9 = -3; -3 = -3, ami igaz.

Akarmelyik valds szamot irjuk is be a = x egyen-

letbe az x helyébe, kapunk egy dllitdst, ami vagy igaz,
vagy nem igaz. Ezt ugy is kifejezhetjilk, hogy ennek az
egyenletnek az értelmezési tartomanya az R halmaz.
Szamitasunk azt mutatja, hogy egyenletiinknek a -3 a gyo-
ke (a -3 beirasa igaz allitast eredményezett), a 2 viszont
nem gyoke (a 2 beirasa hamis allitasra vezetett).

KIDOLGOZOTT FELADAT
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1. Melyik szdmot irhatjuk a 25x -9 -3 egyenletbe az
x

x helyébe, hogy igaz allitast kapjunk?

Megoldas

Haszndljuk a mérlegelvet! Elészor szorozzuk meg az
egyenlet mindkét oldalat (5 - x)-szel!
2x-9=-3(5-x)

2x-9=-15+3x /+ 15
2x+6=3x /-2x
6=x

Behelyettesitéssel ellendrizhetjitk, hogy ha az eredeti

egyenletbe az x helyére 6-ot irunk, akkor igaz allitas ke-

letkezik:

2.6-9 3
5-6 -1

A mérlegelvvel dolgoztunk, ezért a 6-on kiviil mas szam

-3; -3=-3 - igaz

>

nem johet szoba.

Tehat a 25x -9

= -3 egyenletnek egy gyoke van, a 6. Az

egyenlet megoldashalmaza: {6}.

2x —
Ha a 5x ?_ -3 egyenlettel van dolgunk, ott is kipré-
-x

balhatjuk, mit kapunk, ha az x helyébe valamilyen szamot

irunk.

Itt azonban nem vdlaszthatjuk bdrmelyik valés szdmot,
mert ha példdul az 5-6t valasztanank, akkor 0-val kellene
osztanunk, ami lehetetlen.

Azt mondjuk, hogy ennek az egyenletnek az értelmezési tar-
tomdnya az R\ {5} halmaz. Ennek a halmaznak mar bar-
melyik elemét behelyettesithetjiik az egyenletbe.

Mit tapasztalunk, ha 2-t vagy (-3)-at irunk az x helyébe?
2:2-9 -5

=-3; — =-3; -1- = -3 - nem igaz,
5-2 3 3
2-(-3)- -15 7
2(3)-9 =-3; — =-3; -1-=-3 - nemigaz.
5-(-3) 8 8
2x -9
A s = -3 egyenletnek sem a 2, sem a -3 nem
-x
gyoke.

2 . a) Hatdrozzuk meg az aldbbi kifejezés értelmezési
tartomdnyat!
x—3
2x—1

Megoldds

A nevez6 értéke 0-t0l kiillonbozd valds szam lehet (mert a
0-val valé osztasnak nincs értelme).

2x—1+0

A = relaci6 esetén is hasznalhatjuk a mérlegelvet.

2x F 1

1

+ L1

T2
A Kkifejezés értelmezhetd barmely %—tél kiilénb6z6 valds

szam esetén.
Matematikai szimbolumokkal irhatjuk az értelmezési tar-

tomanyt x € R \ {%} vagy {x ER|x# %} alakban.

EGYENLETEK ES AZONOSSAGOK



X
2
X —

b) Hatarozzuk meg az kifejezés értelmezési
X
tartomanyat és szamoljuk ki helyettesitési értékét

x = —2;0;2; 3 esetén!

Megoldds

A nevezd értéke 0-tdl kiillonb6z6 valos szam lehet, azaz
¥ =2xF0

x(x—2)F0

A szorzat értéke nem nulla, ha egyik tényezéje sem nulla,
ezért

XxF 0ésx + 2.

Vagyis az értelmezési tartomany x € R\ {0; 2}.

Az el6bbi szorzatta alakitast felhasznalva az eredeti tort
felirhato6

X _ x __1
¥ —2x x(x—=2) x-2
alakban, azaz a helyettesitési érték szamolasat elvégezhet-

jik az egyszerusitett alakba valo helyettesitéssel is.

VIGYAZZ! Mivel az eredeti kifejezés értelmezési tartomanya x € R\ {0; 2},

ezért x = 0 és x = 2 esetén nem létezik helyettesitési érték.

x = —2 esetén —i a kifejezés értéke,

x = 3 esetén 1 a kifejezés értéke.

Emlékeztetd: Egy tort egyszeriisitésekor a szamlalot és a nevez6t osztjuk ugyanazzal a nullatdl kiilonb6z6 valos szam-

mal vagy kifejezéssel.

FELADAT

1 - Hatdrozd meg a kifejezések értelmezési tartoma-

nyat!
3 x—2 11
A 1T xr2 2
2x 3 6x—1
b —
) x2—1+x2—4 =3

KIDOLGOZOTT FELADAT
2

3. Oldjuk meg az

X . .
egyenletet a valos sza-
x-3 x-3

mok halmazén!

Megoldds

Ennek az egyenletnek a szovegben megadott alaphal-
maza R, értelmezési tartomanya az R\ {3} halmaz. Ezért
a megoldashalmaz csak R \ {3} valamely részhalmaza lehet.
Hasznaljuk a mérlegelvet!

Elészor szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat (x - 3)-
mal: x* = 3.

2 = Milyen valés szamot irhatunk az egyenletbe, hogy

igaz allitast kapjunk?
3x—1 —
P R

Mindkét oldalbol kivonunk 3 x-et:
x* - 3x = 0, vagy masképp: x (x - 3) = 0.
Ez akkor és csak akkor all fenn, ha x = 0 vagy x = 3.
A 3 nem gyoke az eredeti egyenletnek, hiszen nincs ben-
ne az értelmezési tartomanyban.
Helyettesitsiik be a 0-t!
0 _ 20 agyis - =L
0-3 0-3 -3 3

Ez igaz, tehat a 0 gyoke az egyenletnek. Mas gyoke nem
2

ezért az =
x—-3 x-3

lehet,

egyenlet megoldashal-

maza: {0}.

Raadas. lecke | ALAPHALMAZ, ERTELMEZES|I TARTOMANY, MEGOLDASHALMAZ
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FELADAT

3 5 Bence és osztalytdrsa, Dénci meg akarja oldani az
5x+10 = x* + 2x egyenletet. Azon vitatkoznak,
hogy melyikiik megoldésa a helyes.

a) Bence megoldasa:
5x+10 = x* +2x
5(x+2) =x(x+2)
0=x(x+2)-5(x+2)
0=(x+2)(x-5)
x+2=0 vagy x-5=0
x=-2 vagy x=5
Tehat az egyenlet megoldashalmaza: {-2; 5}.
b) Donci megoldasa:
5x+10 = x*+2x
5(x+2)=x(x+2) [ :(x+2)
5=x
Tehat az egyenlet megoldashalmaza: {5}.

Melyik megoldast tartod jonak, melyiket hibasnak,
és miért? Valaszod részletesen indokold!

4 5 Bence és Donci az

B=2 B=2
dasa soran is mas eredményre jutott.

egyenlet megol-

a) Bence megoldasa:

5x 10
= /- (x—2)
x—-2 x-2
5x =10
x =2

Tehat az egyenlet megolddshalmaza: {2}.

HAZI FELADAT

1 5 Oldd meg a kévetkez6 egyenleteket a valos szamok

halmazén!
a) 3—x+3+2x=7_2_x
5 3 15
+ 4 )
p SEED) 75
2x+5 2x+5
4 D)
o) B2 s o x+2
3x-2
2
-7
ao 22 -0
5

110

b) Dénci megoldasa:

5 10
x—-2 x-2
5x B 10
x—-2 x-2
5x -1
X 0=O
x—2
5 —
(x 2)=0
x—2
5=0

Hamis kijelentést kaptunk, tehat az egyenlet-
nek nincs megoldasa.

Melyik megoldast tartod jonak, melyiket hibasnak,
és miért? Valaszod részletesen indokold!

5 5 Oldd meg az egyenletet a val6s szimok halmazan!

x+2+3+x: 1
3—x x—2 3—x

(-]
Y

Oldd meg az egyenletet a valos szamok halmazan!

x+1 x—1_ 9.
=1 xr1 - *72)

|

7 > Add meg az alabbi egyenletek megolddshalmazat!
Figyelj az értelmezési tartomanyokra!

L o p—1

1+

a) 1+

2 - Allapitsd meg az alabbi kifejezések értelmezési tar-

tomdnyat!

= 5x>—8
a) 3+5x 8 c) 3+f—

7x°—21x

2 2

- 5x° -8
b) 3+5x 8 d) 3:(5+x)+2x—

7x 7x°—14x+7

3 s Oldd meg az egyenletet a valés szaimok halmazan!

x+3_x—3=(3x_2)

x—3 X103 x2—9

EGYENLETEK ES AZONOSSAGOK



Az dprilis tavaszi hénap. - ez egy igaz allitas

A november tavaszi honap. - ez egy hamis allitas

Ird be valamelyik honap nevét a kévetkezd ,,nyitott mondatba”, a kipontozott részbe: A ... tavaszi hénap.

Ha a marciust, az aprilist vagy a majust irjuk be, akkor igaz dllitast kapunk, a tobbi honap beirasa esetében pedig hamisat.
Most a vizsgalt nyitott mondathoz a

{janudr; februar; marcius; aprilis; majus; junius; jalius; augusztus; szeptember; oktober; november; december}

halmazt vélasztottuk alaphalmaznak.
A nyitott mondat igazsaghalmaza a {marcius; aprilis; majus} halmaz.

A logikaban azokat a kijelenté mondatokat, amelyekrdl egyértelmtien eldonthetd, hogy a tartalmuk igaz vagy hamis, alli-
tasoknak, mas széval: kijelentéseknek nevezziik. Az allitdsok kozé soroljuk azokat a kijelentd mondatokat is, amelyeknek
a tartalmat a tapasztalatok alapjan igaznak, illetve hamisnak fogadjuk el. Az igaz, illetve a hamis sz6 az allitas logikai értéke.

Példdaul

A Féld nagyobb, mint a Nap. - hamis allitas

1213 = 156. - igaz 4llitas

Ma vasdrnap van. - igaz vagy hamis 4llitds aszerint, hogy melyik napon hangzik el

Tilos a dohdnyzds! - nem allitds, mert nem kijelent6 mondat

A legszebb virdg a rozsa. - nem allitas, mert nem donthetd el egyértelmuen, hogy a tartalma igaz-e (az emberek

mas-mas viragot gondolnak a legszebbnek)

A logika fogalomkorébe beilleszthetok az egyenletek és az egyenlétlenségek is.

Ha példaul az A = {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8, 9} alaphalmazon keressiik a
3....<12 3-...=12; 3-...>12

nyitott mondatok igazsaghalmazat, akkor azt is mondhatjuk, hogy az {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9} alaphalmazon meg akarjuk
oldania 3x < 12 egyenlGtlenséget, a 3x = 12 egyenletet és a 3x > 12 egyenl6tlenséget.

A 3 - ... < 12 nyitott mondat igazsdghalmaza (és egytttal a 3x < 12 egyenl6tlenség megoldashalmaza): M, = {1; 2; 3}.
A 3. ... = 12 nyitott mondat igazsaghalmaza (és egyuttal a 3x = 12 egyenlet megoldashalmaza): M, = {4}.
A 3 - ... > 12 nyitott mondat igazsdghalmaza (és egyuttal a 3 x > 12 egyenl6tlenség megoldashalmaza): M, = {5; 6; 7; 8; 9}.
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Egy papirbolt iigyetlen eladdja hasra esett két doboz
husvéti képeslappal, azok szétszorddtak és reményte-
lentil 6sszekeveredtek.

A dobozokban 6sszesen 1200 képeslap volt, de azt

nem tudtak, hogy melyikb6l mennyi. A dragabb fajta
180 Ft, az olcsobb 150 Ft lenne, de a boltvezets ugy
hatarozott, hogy nem vacakolnak a szétvalogatassal,

180 + 150

eladjak az egészet = 165 forintos ,atlag-

aron”. Az 6sszes képeslap eladasa utan kideriilt, hogy

igy 1200 forinttal tobb bevételiik lett, mint amennyit

eredetileg vértak.

a) Az olcsobb vagy a dragabb képeslapbdl volt tobb?

b) Melyik fajtabol hany képeslap keveredett ossze?

c) Eredetileg mennyi volt az 1200 képeslap dara-
bonkénti atlagara?

Egy befektetd 2500000 forintot fektetett részvények-
be és kotvényekbe. Egy év alatt a részvények 9%-os
nyereséget hoztak, a kotvények 7%-ot. Mennyit fek-
tetett részvénybe, illetve kotvénybe, ha év végére 6sz-
szesen 211000 forint nyereségre tett szert?

35

Egy parkoloodraba Osszesen 13
htsz- és oOtvenforintos érmét
dobtunk be, hogy kifizessiik
a 440 forintos parkolasi dijat.
Melyik érmébél hany darabot
dobtunk be?

Testnevelésoran éppen a didkok rovidtavfutas-idejét
mérik. Minden korben ketten futnak a palyan, azon-
ban a sipszénal az egyikiik ,kissé¢” beragadt, amivel
2 értékes masodpercet vesztett. Hogy behozza a le-

maradasat, 5 % sebességgel futotta végig a tavot,
mig a masik diak csak 4,5 %—mal. Igy egyszerre ér-

tek a célvonalhoz.

a) Melyik gyerek hany mésodperc alatt futja le a tavot?
b) Milyen hosszt a futépalya?

Reggelenként Albert kényelmes, 4 %—s tempodval

sétal iskolaba menet. Lemérte, hogy ha reggel negyed
nyolckor indul otthonrél, akkor éppen idejében érke-
zik az iskolaba. Ma azonban elaludt, ezért fél nyolc-

EGYENLETEK ES AZONOSSAGOK



kor indult Gtnak. Igy most 7 km

-s tempot kell végig

h

tartania, hogy a szokdsos idépontban érkezzen meg.

a) Altaldban mennyi id§ alatt teszi meg Albert az is-
kolaba vezet6 utat?

b) Mekkora utat tesz meg Albert otthontdl az isko-
laig?

HAZI FELADAT

1 = Egy véllalkozo két édességboltot tizemeltet. A két

bolt nyitvatartasi rendje azonos. A varoskozpont-
ban 4ll¢ iizlet naponta atlagosan 12%-kal tobb be-
vételt hoz, mint a piactér melletti. Majusban kar-
bantartasi munkdk miatt harom napra be kellett
zarni a varoskozpontban all6 boltot; emiatt aztan
mindkét boltban ugyanakkora lett a havi 6sszbe-
vétel. Hany napot tartottak nyitva az egyes boltok
majusban?

2 5 Baldzs, Maté és az édesapjuk egyiitt 78 évesek.

6 év mulva az életkoruk aranya 2 : 3 : 7 lesz. Hany
éves a két fiu?

36. lecke | EGYENLETEK MEGOLDASA

6 > A hagyomanyos, 100 wattos izz6 ara 90 Ft, az azonos

(4]
Y

»fényereji” 20 wattos energiatakarékos izz6 viszont mar
1050 Ft-ba kerdil. 1 kilowattora elektromos energia dra
40 Ft. (A 100 wattos izz6 10 6ra iizemelés alatt éppen
1 kilowattora elektromos energiat hasznal el.)
a) Hany tizemodra utdn lehet azt
mondani, hogy gazdasagosabb
a 20 wattos izz6 miikodtetése?
Napi 4 6ras tizemido6t feltételez- <
ve, hany nap alatt ,tériil meg”
a drdgabb izz6 vasarlasa? -
b) A hagyomanyos izz6 élettar- -
tama kb. 1000 Ora, az energia-
takarékosé pedig kb. 6000 o6ra.
Hany forint a megtakaritas egy
energiatakarékos izz6 élettartama
alatt?
c) Mutassatok be grafikus uton is az

energiatakarékos izz6 el6nyét!

A didkok sifutéversenyén Anti egyenletes sebes-
séggel siel. Ot perccel Anti indulédsa utdn indul
Zsombor, aki percenként 90 méterrel tobbet tesz
meg, igy 20 perc mulva utoléri Antit.

a) Mekkora volt Zsombor sebessége?

b) Mennyit sielt Anti, amig Zsombor utolérte?

Egy ellipszis alakd, 300 méter hossztisagu verseny-
palyan tildozéses kerékparverseny folyik. Tobids és
Doéme a pélya két ellentétes pontjarél indul ugyan-
abba az iranyba. A sebességiik allandd: Tobidsé
8 %, Doéméé 9,5 % Mennyi id6 mulva éri utol az

egyik a masikat?
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FELADAT

1 = Egy lanytol megkérdezték, hany éves. Igy felelt:
Annyi vagyok, amennyi,
Anydm kétszer ennyi,
Apdm anydmndl ottel tobb,
Osszesen 100 évesek vagyunk.

Hany éves volt ez a lany?

2 ~ Egy apdnak 6t fia volt: 4, 5, 8, 11 és 14 évesek. Megkérdezte téle a baratja, hogy hany éves. Igy felelt:
Eppen annyi idés vagyok, mint az 6t fiam egyiittvéve. De most te mondd meg nekem azt, hdny év miilva leszek
Sfeleannyi id6s, mint a fiaim Osszesen!
Oldd meg te is ezt a feladatot!

3 5 Démokritosz, gorog boles koriilbeliil 2400 évvel ezel6tt élt.
Vajon hany évesen halt meg? Mi deriil ki ebbdl a versikébol?

Hogy meddig élt Démokritosz harmadat mint férfiu,
megtudod, ha kutatod. ki sokat gondol, mélyre ldt.
Eletének 6todrészén Es mikor holléfiirtjeit
gyermekmodra mulatott, aggkor hava fodte be,
negyedrészét életének tizenhdrom évet élt még,
[riss ifjuként élte dt, és ugy szdllt a sirba le.

(Megjegyzés: A versike téved, Démokritosz még a 90. sziiletésnapjat is megérte.)

4 5. Ahagyoményszerint Ljubusa cseh fejedelemné ahhozakéréjéhez ment férjhez, akialeggyorsabban tudta megfejteni
a kovetkez6 rejtvényt: Hany szilva volt abban a kosarban, amelybdl az elsé kér6jének adta a szilva felét és még 1-et,
a masodik kérdjének a maradék felét és még 1-et, a harmadik kérdjének az Gjabb maradék felét és még 3-at, ha igy

a kosarban mar egyetlen szem sem maradt?

Egy réges-régi feladat: Egy ember felfogadott egy munkast, igért neki egy évre 12 aranyat és egy kaftant. A munkas

(4]
Y

7 hénap utan elment, és a bérét kérte. Megkapta a kaftant és még 5 aranyat. A gazda jol szamolt, igazsagosan adta ki
a bért. Vajon hany aranyat ér a kaftan?

6 5 Két bokron 6sszesen 25 veréb iilt. Az
egyik bokorrol atrepiilt a masikra 5, on-
nan mas téjékra szallt 7 veréb. Igy a ma-
sodikon kétszer annyi veréb lett, mint az
els6n. Hany veréb volt eredetileg az egyik
bokron, és hany a masikon?

114 EGYENLETEK ES AZONOSSAGOK



=y
Y

Hany baraczk volt a kosdrban, melynek tartalmdt 3 gyer-
mekemnek osztottam szét ? Az elsé kapta a baraczkok felét meg
egy fél baraczkot; a mésodik a maradék felét meg egy fél
baraczkot ; végre a harmadik ismét a maradék felét, meg egy fél
baraczkot. Maradt ekkor nekem 4 s egy baraczkot sem kellett el-
vagnom.

(forras: Kozépiskolai Matematikai Lapok 1894. I. évfolyam 2. szam)

(")
Y

Egy kaliczkdban nyulak és fdczdnok vannak, melyeknek
cgvuttesen 35 fejiik és g4 labuk van. Kérdés, hdny 4llat van min-
degyik fajtdbol?

(forras: Kozépiskolai Matematikai Lapok 1894. I. évfolyam 2. szam)

1. éviolyam. — Muatvioyusim, Bybr, 1803, Decamber 1.4o.

A Kozépiskolai Matematikai Lapok (K6MaL) a matematika irant kiilonosen érdeklédé di-

KOZEPISKOLAI

MATHEMATIKAI LAPOK

ol minden b6 1.

akok szaklapja, melyet 1893 decemberében Arany Daniel gy6ri férealiskolai tanar alapitott

és szerkesztett. A lap a mai napig segiti az érettségire és versenyekre késziil¢ didkok munka-

PROGRAMMU NK.
A Kazépiakolal Mathematical Lapok ol éa

jat. A matematikai érdekességek, gyakorlatok, feladatok mellett a kiadvany 1959-ben fizika

rovattal boviilt és 2001-t6] az informatika is 6nallé részt kapott benne. A problémamegoldo
gondolkodas fejlesztésére 2006-t6] mar interneten keresztiil is van lehet6ség az érdeklédd
didkok szdmdra a folyoirat online megjelend véltozatdban, gyakorlatok és teszt feladatsorok
segitségével.

A lap arcképcsarnokaban felkutathatjuk Hajos Gyorgy, Erdds Pél, Lovasz Laszl6 és szam-
talan mds magyar tudds didkkori fényképét. Jarj utana, hogy az emlitettek mikor voltak

% Ay 4 4 4 : . 7 7 A Kanipiskolal Mathematkel Lapok*
kozépiskolasok! Nézz utana milyen teriileten munkalkodtak és alkottak! eeresstinye.

HAZI FELADAT

1 s Egy régiségkereskedd egy festményt és egy értékes 2

Egy csapat halasz vizre szallt. Eltervezték, hogy ha

Y

sakk-készletet vasarolt 270 eziistért. A sakk-kész-
letet 25%-kal dragabban adta el, mint amennyiért
vette, a festményt pedig

masfélszeres dron. Igy
ezen a két tzleten
egyutt 40%-ot
nyert. Meny-
nyiért vette
a sakkot?

37. lecke | REGI IDOK MATEKJA
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naponta 6 tonna halat fognak, akkor még a varhat6
vihar el6tt kifogjak a megrendelt mennyiséget. J6
volt a fogas, naponta 4 tonnaval tobbet fogtak ki
a tervezettnél. Igy 3 nappal lerdviditették a haldszat
tervezett idGszakat, és még 6 tonnaval tobbet is
fogtak, mint amennyit eredetileg akartak. Mennyi
halat fogtak?

Péter és Pal pénzének aranya 5:7. Ha Péter kap
még 2000 forintot és Pal elkolt 800 forintot, akkor
ugyanannyi pénze lesz a két fiunak. Hany forintja
van Péternek és Palnak?

Egy apa 4-szer annyi idds, mint a fia. 5 évvel ezeltt
5-szor annyi id6s volt, mint a fia. Hany éves most
az apa és a fia?
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FELADAT

TUDASPROBA 1I.

1 = Egy tort szamlaloja 6-tal kisebb, mint a nevezdje.

116

1 5 Oldd meg a kovetkez6 egyenletet az egész szamok
halmazan!
(x+3)2+ (x+2)° - (x-3)" - (x-2)* = 60.

2 5 Oldd meg az aldbbi egyenleteket a racionalis sza-
mok halmazan!
a) 3x—x’=—x
b) x+1 2x—4 _3x—7
X 3x 2x
1 _2x+1_ 1
©) 2x—4 24 x-=2
3 5 Két hordéban 6sszesen 160 li-

ter benzin volt. Mindkett6b6l
kivettek 10 liternyit, igy az
els6 hordoban maradt benzin
negyedrésze ugyanannyi lett,
mint a masodik hordéban
maradt benzin harmadrésze.
Mennyi benzin volt eredetileg
az els6 hordoban?

1
A tort értéke 5 Mekkora a szamlal4?

Oldd meg az egyenletet a val6s szamok halmazan!

x—1_ x=2 _ x=3 _ x—4 _
5 2 4 10

_x=5_(x—=6_x—=7
4 2 10

Oldd meg a negativ egész szimok halmazan a kovet-

Y

)

kezd egyenletet!
(x+5)%+(x+5)(x-5) - (x-5)%=20x+ 11.

4 5 7850 forintot csupa 50 és 100 forintos érmével fize-

tink ki. Az érmék szama Gsszesen 100. Hany 50 fo-
rintost hasznaltunk fel?

)

Y

Y

Y

Y

Egy foly6 sebessége 2 km/éra. Folyasiranyban (,,le-
fel¢”) evezve 6ranként 10 km-t tesziink meg. Milyen
messzire evezziink, hogy az oda-vissza Gt 9sszesen
4 6ra hosszat tartson?

Egy tort szamlaldja 6-tal kisebb, mint a nevezdje.
Ha a szamlal6jdhoz hozzdadunk 29-et, a nevezdjé-
hez pedig 11-et, éppen a reciprokaval egyenld tor-
tet kapunk. Melyik ez a tort?

Egy épitteté gazda egy bizonyos munka elvégzésé-
re felfogadott egy kémivest a kovetkez6 feltételek-
kel: Minden nap, amikor dolgozik, 5 eziist6t fizet
a kémtivesnek, de ha nem dolgozik, akkor arra a
napra a kémiives koteles 7 eziistot fizetni. Hany na-
pot dolgozott, és hany napot pihent a kémiives, ha
48 nap alatt késziilt el a munkaval, de egy eziistot
sem keresett, igaz, nem is vesztett rajta?

Egy tizemben két dolgozot megbiznak egy feladattal,
melyet egyiittes munkaval 4 nap alatt kell elkésziteni-
k. Teljesithetik-e a feladatot, ha munkatempdjukat
ismerve tudjuk roluk, hogy kiilon-kiilon dolgozva az
egyik dolgozé 6 nap alatt, masik 9 nap alatt késziilne
el ugyanezzel a munkaval?

Szabé nagymama palacsintat siitott a harom unoka-
janak. A legnagyobb Szab¢ legény megette a pala-
csintdk harmadat, a kozéps6 Szabo legény a megma-
radt palacsintdk harmadat, a legkisebb Szabo legény
pedig a megmaradt palacsintdk harmadat, és igy a
tanyéron még 8 palacsinta maradt. Hany palacsintat
siitott a nagymama?

EGYENLETEK ES AZONOSSAGOK



TUDASPROBA II.
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Két borkereskedd érkezik a hatarhoz. Az egyiknek 64, a ma-
siknak 20 hordé bora van. A hatéron atvitt bor utan vamot
kell fizetni, de nincs elegend6 készpénziik a kifizetéséhez.
Ezért az elsé keresked6 odaad 5 hordé bort és még 40 eziis-
tot, a masik odaad 2 hord¢ bort, és visszakap 40 eziistot.
Igy mar bevihetik arujukat az orszdgba. Mennyit ér egy
hordé bor, és mennyi vamot kell utana fizetni?

Egy negativ tort szaimlaldja 6-tal kisebb, mint a nevezdje. A tort nem irhato fel egész szam alakjaban. Mi lehet a neve-
z6je?

Oldd meg az egyenletet a valds szamok halmazan!

2x3—1_(3x2—1_4x3—1): 5x2—1_<6x3—1_7x6—1>_1

Hatarozd meg az alabbi kifejezések értelmezési tartomanyat! Milyen értéket vesznek fel a kifejezések x = —2; 0; 1; 2

esetén?
x—1 3x—7 x(2x+1)
a b) 2>—~ c) —=— -2
) 4x—8 ) 2x — x° ) x(x*—4)

Egy teremben csak négylabu és haromlabu asztalok allnak, és ezeknek 6sszesen 43 labuk van.
a) Lehet-e 12 asztal a teremben?
b) Lehet-e 10 asztal a teremben?

¢) Mennyi a legkevesebb, és mennyi a legtobb asztal, ami a teremben lehet?

(Kozépszint( érettségi vizsga feladat 2005.)

Anna és Zsuzsi is szeretné megvenni az Ujsagosndl az egyik magazint, de egyik lanynak sincs elegendé pénze. Anna

pénzébdl hidnyzik a magazin aranak 12%-a, Zsuzsi pénzébdl pedig az ar egyotdde. Ezért elhatarozzak, hogy kozosen

veszik meg a magazint. A vasarlas utan osszesen 714 Ft-juk maradt.

a) Mennyibe keriilt a magazin, és mennyi pénziik volt a lanyoknak kiilon-kiilén a vasarlas el6tt?

b) A maradék 714 Ft-ot igazsagosan akarjak elosztani, azaz agy, hogy a vasarlas el6tti és utani pénziik aranya azonos
legyen. Hany forintja maradt Anndnak, illetve Zsuzsinak az osztozkodds utdn?

Egészségligyi okok miatt nem tanacsos, hogy sportolas kozben a pulzusszam til magas legyen. Régebben azt javasol-

tak, hogy a maximalis pulzusszam ne haladja meg a kovetkez6 képlet szerinti értéket:

megengedett maximalis pulzusszdm = 220 - életkor.

Az tjabb kutatasok alapjan kissé mddositottak a képletet:

megengedett maximalis pulzusszam = 208 - (0,7 - életkor).

a) Tamas 15 éves. Mekkora a megengedett maximalis pulzusszama a régebbi és az 4j képlet szerint?

b) Hany éves korban lesz a javasolt maximalis pulzusszam kisebb 170-nél az tijabb képlet szerint? Ez az életkor maga-
sabb vagy alacsonyabb, mint amennyi a régi képlet szerint ad6dik?

c) Van-e olyan életkor, amelyhez a régi és az uj képlet szerint is ugyanakkora a megengedett maximalis pulzusszam?
Ha igen, akkor mekkora ez a pulzusszam, ha nem, akkor miért nem?

38. lecke | REGI IDOK MATEKJA

117



118

Y

Y

Y

Y

Y

Y

TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY

Ird fel az aldbbi kifejezések rendezett alakjit és
allapitsd meg az egyttthatojukat!
a) 2-x*:(=2)-y

b) %-yz-x:3~y-x

Hany véltozdsak, hany taguak, hdnyadfokuak az
alabbi algebrai kifejezések? Add meg a véltozokat,
a tagok fokszamat és a tagok egyiitthatdinak értékét!

30, 47xy;  —2450d %xyf’;

X — 0,5x + X — x*+ 6x+ 2;
12a°b — 5ab® + 0,16° — 7

Hatdrozd meg az alabbi kifejezések helyettesitési ér-
tékét,hax=2ésy=—1.
a) 4(y’—x°)
b) xy*+5xy—7

X
c) %x -y+ ﬁ
d) x*—y +2y

Hatarozd meg az alabbi kifejezések helyettesitési ér-

tékéta=3ésb = —% esetén!

3a+b , 2
a) T T3 b
b) a(b+ 3)— ab’
c) (a°— b)-(—3a)
ab+1_ b 2
d) = R 2b
Végezd el a kijelolt mtveleteket, az eredményekben
vond 6ssze és rendezd a tagokat!
a) X+ (2-3x—5)— (£’ 7)
b) 3ab— 4a’b+ 7ab— 2a’b+ 5ab — ab’
c) xy’—y + 5%+ 2y + 29x°
1 2

1.2 1.3
4 Fx-3r+3%

X+ y -2

Végezd el a kijelolt muveleteket, az eredményekben
vond 6ssze és rendezd a tagokat!

o 1) (o)

2 k+1. 7 k-1
b) 7x 2x

®
Y

©
Y

10>
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2. L (Csady) - [= 7
c) 3x’y 3x( 5xy)< ny)

d) (38— 5y + 2)~<— %x)

Végezd el a kijel6lt muveleteket, az eredményekben
vond Ossze és rendezd a tagokat!

a) (6x* = 3xy+ y*) — (20 + 2xy — x%)

b) (n—3)—(1—2n)+2(n+2)

c) (8x— 3y)— 5(4x— 3y)+ 2(3y — 7x)

d) 5-(2,4— 0,3x+ 0,16x") — 4-(0,2x" + 1,5x — 1)

Végezd el a kijelolt muveleteket, az eredményekben
vond Ossze és rendezd a tagokat!
a) (3x—5)(5x+1)

b) (3a+ 12b)(~a— %b)
c) (%azb— 1%ab>(%ab— %azb)

d) 20(~5a+ 2%}1) +5a° — 3a(3b — a)

Végezd el a kovetkezé miveleteket!
a) (x—10) c) (c+7)
b) (a+5) d) @+y)

Végezd el a kovetkez6é muveleteket!
a) (4— by

b) (4x—1Y

c) (2c+dy

A) (e- 3y

Végezd el a kovetkez6é muveleteket!
a) (5y— 4xy
b) (3f+ 4hy
c) (8p—5q)

x 2

d) ( 3 + 1)

Végezd el a kovetkezé miveleteket!
a_cy

2 (575)

b) (y*+1)

c) (b*—2y

EGYENLETEK ES AZONOSSAGOK
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145

155

16>

185>

195

Végezd el a kovetkezd miiveleteket!

a) (x+y)(x—y)
b) (a+ 3)(a—3)
c) (5—4d)(5+ 4d)
d) (6e+ f)(6e—f)

Végezd el a kovetkezd miiveleteket!
a) (2+ 3x)(2— 3x)

b) (a’—1)(a’+1)

c) (4z+ 5y)(4z— 5y)

o (7111
9 -3+
o (2K

Ird fel a kévetkezd haromtagu kifejezéseket kéttaga
kifejezések négyzeteként!

X4+ 6x+9
1

6 3
x+x+4

Végezd el a miiveleteket!
a) (a+ by —2ab

b) (x=yP—x—y
c) 5(a*—b*)+(a+ by
d) 3(c+d)+6(d—c)

Végezd el a miiveleteket!

a) (y=1y+(y-1

b) 4(b—c)—(b+c)

) (d+17—2(d—3)

d) 5x—(1—x)

e) (y=b)(y+b)—(y— by

Alakitsuk szorzatta a kovetkez6 kifejezéseket!
a) 5¢+ 5d

b) 3y —15x

c) 6a’—12

d) 10x+ 100xy

Alakitsuk szorzatta a kovetkez6 kifejezéseket!

a) %abc—%abd—k%bcd
b) a*+a

c) ¥ —x*+x—x"+x
d) 9b*+ 18b

TEMAZARO FELADATGYUJTEMENY
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Alakitsd szorzattd a kovetkezd kifejezéseket!
a) o yz

b) x*— 5’

c) =25

d) 9—a°

e) 100 — x’

0 (2P~ (3cF

Alakitsd szorzatta a kovetkez6 kifejezéseket!
a) 25a° — 16b’

b) 1004* — 81¢*

c) x4+ 6x+9

d) 4a’—4a+1

Alakitsd szorzatta a kovetkez6 kifejezéseket!
a) 4b’+ 20b+ 25
b) 9x*— 24x’y + 16y’

4 X2
c) 9 36
d) a’b’— 49y’

Szorzatta alakitas segitségével egyszertsitsd a torte-
ket, végezd el a miiveleteket!

15a + 30
10a + 20
4a+ 4b
b) 2a+ 2b
6d—12
d—2
44 2x
d
) 4—x*

a)

c)

Szorzatta alakitas segitségével egyszertisitsd a torte-
ket a valtozok megengedett értékei mellett!
y -9
2y—6
b’ ¢
b) 4b + 4c
36a” — 49b°
12a — 14b
) 2 2
y —25 x"—16
1 . b
b2 —100 2b+ 20
X i 2
f) G- 6y -y

a)

c)

e)

Végezd el a kovetkez6 miiveleteket!
a) (3x—5) c) (x+3)(x*=3x+9)

b) (%az

+ 5b3>3 d) (x+ y)(&* = Py +x7 =)

119
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29 >
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melyre az alabbi kifejezések értéke nulla!
a) 3x(x—5)(x+4)

bh) 2x+1)(3x —8)(7 — 4x)

c) 5x*—7x

d) 2x° —8x

e) 3x’—18x"+27x

A valés szamok mely legb6vebb részhalmazan van
értelme az alabbi kifejezéseknek?
9x—4

11x

x*—3x

b) 2x

x—9
X" —3x

a)

c)

X4+x =1
e) 2x + 27+x
xX"—x x"+2x+1
f) 19 n 31

3 +6x7+3x X —x

Oldd meg a kovetkezd egyenleteket a racionalis sza-
mok halmazan!

a) —7x+14=0

b) 5<x— %) -0

c) 5x—1=9

d) —3x+2=—x

e) 2x+5=2x—1

f) 2x—2=1—x

Oldd meg a kovetkez6 egyenleteket a racionalis sza-
mok halmazan!

a) (2x—7)+(8+ 3x)= 26

b) 8x—(5—4x)=6—2(4x+9)

c) (6x+3)—3(3x—4)=5(x—4)—(x+1)

d) (0,4x+ 1,8)— (1,5x+ 1)— 5(—4x— 0,8) = 3,8

Oldd meg a kovetkez6 egyenleteket a racionalis sza-
mok halmazan!

o (e ey

b) 3x(x+1)—x(3x—1)=x—7
c) 4x—2(x—3)—3[x—3(4—2x)+ 8]=—1

3,2\ (2,0 5\_(7,_3\_29
a9 <4x 5>+<3x+3> (12x 10) 5

315

32>

33>

35>s

Oldd meg a kovetkez6 egyenleteket a racionalis sza-
mok halmazan!

1.1 1\ _ (2, _3\_5

a) <2x+ 4>+<2x+2 <3x 4>
6x+4 2+ 5x

b _— == =

) 5 3 2

7x  3x+1

€3 2

=x+1

3x—7  x=1_x=5_ x+1_
d) 4 + 8 2 2 !

Oldd meg a kovetkezd egyenleteket szorzatta alaki-

tdssal!

a) 8x'—16x=0

b) 2x’+10x* =0

c) 7(x+1)—x(x+1)=0

d) 5=x)(5+x)+(5—x)(2x—1)—
-(5-x)(x—6)=0

e) 2(3x—6)—x(6—3x)— (2x+1)(3x—6)=0

Jelold a kérdezett mennyiségeket a hasznalt beti se-

gitségével!

a) Két szam Osszege 45. Ha az egyik szam x, mennyi
a masik?

b) Két szam kiilonbsége 72. Ha a kisebbik szam d,
mennyi a masik?

c) Kétszam hanyadosa 7. Ha az egyik szam n, meny-
nyi a masik?

d) Két szam kiillonbsége 4,7. Ha a nagyobbik szamot
p-vel jeloljiik, akkor a masikat hogyan?

e) Kétszam szorzata 18. Ha az egyik szam ¢, meny-
nyi a masik?

f) Egy mennyiség 10%-a f, akkor mennyi a mennyi-
ség 90%-a?

g) Haegy mennyiség % részét k-val jeloljiik, akkor a

% részét hogyan?

8

h) Ha két szam hanyadosa 3 és az egyik szamot

u-val jeloljiik, akkor a masikat hogyan?

Gondoltam egy szamot, hozzaadtam 8-at, majd az
Osszeget elosztottam 3-mal, igy a gondolt szam ér-
tékénél 4-gyel kisebbet kaptam eredményiil. Melyik
szamra gondoltam?

Egy kétjegyli szam szamjegyeinek Osszege 11. Ha a

szamjegyeket felcseréljiik, akkor az eredeti szamnal
63-mal nagyobb szamot kapunk. Melyik ez a szam?

EGYENLETEK ES AZONOSSAGOK
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Egy apa kétszer annyi id6és, mint a fia. Tiz évvel ezel8tt haromszor annyi id6s volt, mint a fia. Hany éves lesz 6t év mulva
az apa és fia?

Egy kaldzkapitany minden zsdkmanyolt arany felét megtartotta maganak, a maradékot pedig a legénység kozott az
alabbiak szerint osztotta szét: az els6 kapott 1000 aranyat és a maradék egytizedét, a masodik kapott 2000 aranyat és
a maradék tizedét, a harmadik kapott 3000 aranyat és a maradék tizedét, és igy tovabb. Igy minden kaldz ugyanannyi
pénzt kapott. Hany kaloz kozott osztotta szét az aranyakat a kapitany és hany aranyat zsakmdnyoltak dsszesen?

Egy pasztor legelteti a nyajat, amelyben tehenek, juhok és kecskék vannak. A nyaj felét a tehenek teszik ki, a harma-
dat a juhok, és azt is tudjuk, hogy 25 kecskével van kevesebb, mint juh. Hany éllatot legeltet a pasztor mindegyikb6l
kiilon-kiilon?

Egy kutya 80 m tavolsagban meglat egy nyulat, és elkezdi tildozni. A két allat egyszerre kezd futni a kutyat és a nyulat
Osszekotd egyenes mentén. A nyul 10-et, a kutya 9-et ugrik masodpercenként. Mennyi id§ alatt éri utol a kutya a nyu-
lat, ha a kutyaugras 1 m hosszd, a nytlugras pedig csak 80 cm.

Egy téglalap egyik oldalat 40%-kal megnoveltiik. Hany szazalékkal kell csokkenteni a szomszédos oldalt, hogy a tertilet
ne valtozzon? Hany szazalékkal valtozik ekozben a téglalap keriilete?

10 liter 30%-o0s és 24 liter 40%-os oldatot keveriink dssze. Hany szazalékos lesz a keverék?

Egy vasatdllomasrdl elindul egy személyvonat 60 % sebességgel, majd 45 perc mulva egy gyorsvonat
105 % sebességgel ugyanabba az irdnyba. Mikor éri utol a gyorsvonat a személyvonatot?

Egy medence az egyik csapon at 4,5 dra, a masik csapon 4t 450 perc alatt tolt6dik fel. Mennyi id6 alatt telik meg, ha
mindkettét megnyitjuk?

A koz0sségi médiaban gyakran felbukkannak olyan feladatok, melyek megoldasa kommenthabortt robbant ki. Ilyenek
koziil valogattunk. Az el6z6 témakor megértése utan biztosan nem okoz szamodra nehézséget egyik megoldasa sem.
a) b) c)

©+5-9 ? ?

= + oot dw =21

.&+Q—51 '& ‘t O& @+0+@+®=240

.&_1=8 +.'&+\" 37 ®+O+0=160
- +?+¥=43 @ 0. =2

= S+¥xi R

Melyik a kakukktojas?

Minden sorban az egyik kifejezés kilog a sorbol: a masik harom helyettesitési értéke barmely valos szamok esetén meg-
egyezik. Ha a kakukktojasokhoz tartozé bettliket helyes sorrendbe teszed, egy magyar feltaldlo vezetéknevét kapod.
Egy talalmanyat biztosan ismered. Jarj utina még miket alkotott!

(b —a)? (a—b)? b* + a> — 2ab a® — ab + b*

M T L U

=y (x—y)-(+x (y—x)-(x+y) (x=y)-(x+y)
A E K I

(d—c)-(c—d) (d—c¢)-(—c—d) (=d+c)-(d+o) F—d
B Y P A
(—x +3)? (=3 —x)? (x—3)* (=3 +x)?

R I S Z

4a* + 12ab + 9v* (2a + 3b)? (3b + 2a) - (2a + 3b) 4a*> + 6ab + 9b*
E B F R
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Bevezet6 lecke: 1. a) 2030-ban. b) 2034-ben. 2. 5200 cm”.
3.b) 2 millid; 3,5 millio; 2,5 milli6; 2 millid.

1. lecke: 1. a) 120. b) 5040. ¢) 60. 2. a) 720. b) 120. ¢) 24.
3.20.4.36.5.10.6.4.7.a) 120. b) 24. 8. a) 9! = 362 880.
b) 2880. ¢) 2880. d) 2880.

2.lecke: 2. b) 8 csucs, 7 él. 3. a) 4. dbra. 4. 32. 5. a) 9.c. ¢) 5.

3. lecke: 1. a) 10 000. b) 5040. c) 360. d) 9000. 2. a) 2.
b) 10". ¢) 0,1.d) 11 111 000 000. 3. 15 903 perc ~ 11 nap

4. lecke: 1. a) 4320. b) 720. c) 1440. d) 720. 2. a) 900 000.
b) 136 080. ¢) 472 392. d) 90 000. e) 15 625. f) 180 000.

g) 1000 000. 3. a) 24. b) 0,75; 0,25; 0,25. ¢) 4. d) 113 322.
4. Négyest, 6tost vagy hatost; Bencének 27; Hajninak 18.

5. lecke: 1. a) 8 000 000. b) 50 400 000. ¢) 24 000 000.
d) 288. 2. a) 6 760 000. b) 260 000. ¢) 17 576 000.
d) 14 987 000. 3. a) 3'*. b) 354 294. ¢) 0,00153%.

6. lecke: 1. 10; 10; ugyanannyi. 2. véges: a; ¢; f; g. 3. 7.

4. a) van. b) van. ¢) nincs. d) van.

7.lecke: 1. a) igen, Lenke. b) nem, Anna vagy Maria.
2.b) 46.¢) 12.3.b) 13; 9; 4; 0; 13; 22; 0. ¢) akik nem
kékszemtiek. 4. 6 < n =< 8. 5. végtelen; 0; 0; végtelen.

6. a) negativ egészek. b) irracionalis szamok. ¢) racionalis
szamok. d) iires halmaz.

8.lecke:1.a) (SUM)\D.b) (SNM)U(SND)U(MND,).

2.42.3.4.4.f)aésc.5.a) (BUC)\ A.

b) példaul (BN C)U[(ANB)U(ANC)U(BNC)].
¢) példaul: [A\(BUC)]U[B\(AUC)]U[C\(AUB)].
6.9,33%. 7. 30

9. lecke: 1. a) 2. b) 23. ¢) végtelen sok. d) 8. 2. a) 5.
b) nincsilyen. ¢) 3 és 7.3.a) |-2;—5[U [2; 5[.
b) |-4; 4[. ¢) J-oo; —12[ U J12; oo[ . mindegyik végtelen.

4.a) F1;3].b) [— 5 —%] 5. a) példaul:
[—2;—0,5]u[1; i], vagy [— 2 i]\ 10,5 1].

o 5w 34 Heol

¢) oo —3[U}1; oo[ vagy pl. R\[-3;—1].
d[- 1,4]\{0,1,2,3}.6.523ssss31,\527—s|§4.

10. lecke: 2. a) elégtelen: A, G, K; elégséges: B, F, H;

kozepes: C, E; jo: D, L; kivélo: 1, J. b) jo: C, D, 1, J; kozepes:

A,B,E, E H, L; gyenge: G, K. ¢) elégtelen: A, K; elégséges:

B, E, E, G, H; kdzepes: C, L; jo: D, I; kivélo: J. 3. a) legna-
gyobb nyereség: D. 4. a) 43. b) 1-gyel csokken.
5.a) D, C, B. ¢) legfeljebb B.

11.lecke: 1. a) 12! b) 4! - 8! 2. a) A hamis, B igaz, C hamis.
b) RC, DB, DY, RB, CY. 3.a) 5'°.b) 4. 5% = 1 562 500.

4. a) 600. b) 38 880. c) 216. d) 12 960. 5. 1. 6. igen.

8.1;2.

12. lecke: 1. a) 27,8. b) 28. c) 23,8. 2. a) 193. b) 6300.
¢) 2400. d) 88. 3. 720 Ft. 4. a) 1,5.b) 5. ¢) 4,5. d) 192.

5.a) 150.b) 5. 6.a) 0. b) —12,36.¢) 5.d) 24. 7. %
1., 7.27 133 5
13. lecke: 1. g 32 219 .2.a) b) 3.a)6

b) %.4. a) 1.b) 10.¢) 4. 5. g—resze. 6.V a0-tés da3-t

helyettesiti. 7. 254 -része.

14. lecke: 1. a) véges: i; % b) Végtelen: _TS
2. %-nak nincs parja. 3. a) 17 b) .4.29 km.

5. a) igaz. b) hamis. c) igaz. d) hamls.

15.lecke: 1.2) 17,4 < x < 17,8,azaz 17,6 m* 0,2 m%
b) 17,2 < x < 18, azaz 17,6 m? +0,4 m%
2.5730000 < x < 5970000, azaz 5 850 000 Ft

= 120 000 Ft. 3. a) = 14 percig. 4. 400 kg £ 20 kg.

b) 379,1 kg * 3,8 kg. 5. 2390 k—% < x < 2980 k—%.
m m
6.2) 18,89.b) 25,23. ¢) 21,62. d) 0,01. 7. 11 nap.

16. lecke: 1. a) =~ 22-t. b) 192 Wh. 2. a) 86 km. b) ~ 87 perc.
3.19m’. 4.a) 150 1. b) 122,71. 5. 4 nap.

17.lecke: 1. 1,2 kg; 0,4 kg; 0,2 kg. 2. a) 562,5 és 937,5.

b) 10 és 15. 3. 630 Ft és 1050 Ft. 4. 14 liter. 5. 32 perc.

6. 14,4 km; 24 km; 19,2 km és 14,4 km.

Raadas lecke: 1. ~ 7,4 % = 26,6 % 2. a) egyenes.

b) nincs. ¢) egyenes. d) egyenes. e) nincs. 3. 1,5-szer.

4. 1,2-szeresére. 5. 2,5 km-rel.

18. lecke: 1. a) 2160 Ft. b) 1800 Ft. 2. a) 11%. b) 5%.

3.a) 30 000 Ft. b) 50 000 Ft. 4. 79,2 pengd. 5. 5048 pengot.
6. Helytelen, 25%-kal vehetnénk tobbet.

19. lecke: 1. a) 13 500 Ft, 10 800 Ft. b) 28%. 2. 15 000

Ft. 3.a) = 7%.b) 105 742 Ft; 21 148 Ft. 4. a) 68, 56, 44, 32
pont. b) 20% jeles, 28% négyes, 32% kozepes, 12% elég-
séges, 8% elégtelen. c) 48%-a. 5. a) 316 800 Ft. b) 5,6%.
6.a) 115917 Ft. b) 20%. c) 16,7%.

A FELADATOK VEGEREDMENYEI



20. lecke: 1. 2°-nek nincs pérja. 4.a) 3.b) 8.5.a) 25- 5.
b)7-7-7-7.¢)9°.d)25-25.6.a) 7.b) 8.¢) 3.d) 3. e) 4.

7.2) 6'2.b) 7,5% ¢) 3'°. d) (=9)"°. 8. a) (i)"’. b) < 1 )7.

3 28

2 18 _ i 18
o303
21. lecke: 1. Klarinak. Mindkét kifejezés értéke 3%
2.2) 8.b) 12.3.(10° - 10°) cm = 9 - 10° cm = 9000 m.
4.2) (-1,8). b) egyenldk. ¢) 0,8%. d) 0,7%. 5. d)-t szemlélte-
tia) és d) igaz. 6.a) 4,5°°.b) 1,6, ¢) 11 - 10%. 7. a) % %,
Faew (4]
8’16° 2/
22.lecke: 4.a) v/26.b) v/20.¢) v/13.5.a) v/14.b) 19.
6.2)4.b)2.¢) 12.d) 2.7.a) 27.b) 7°. ¢) 125. 8.a) V18.
b) vV3.9.a) 52,9 kTm b) 12,5 m.

23. lecke: 1. —9,34 - 10°; 3,4356 - 10% —1,65 - 10”.
2.2)3,3-10"3-10%b) 1,21- 104 2,4- 10°". ¢) —3,358 - 10"

21
3.a) 310108 ~3,3.10"2s ~ 105 699 év. b) B.
4.2)5-10"' km. b) 2,5- 10° m* ¢) 2,5 - 10° km?

5.a) 2,72 - 107-szeres. b) 81,4-szeres. ¢) 1,23%.

24. lecke: 1. a) 3000. b) 32 768; ¢) 11,390625. d) 143,8. e)
14.2.a) =9,3.b) =~ 0,0687. ¢) ~14,55.d) 1.

3.~ -1,06- 10°. 4. a) 5,5625.b) 1,25. ¢) 1,25. d) 5,5625.
5.a) 2851,56 + 2010,6. b) 2851,56 = 2851,56.

¢) 0,333 + 1,3888.d) 3 =3.

25. lecke: 1. a) 2**-szeresére. b) B. 2. =~ 2,2 - 10° év.

3. A hidnyz6 értékek: 10" és v'4-10°.4.2a) 9.b) 7. ¢) 3.
d) 13.5.22 m és 20 cm.

26. lecke: 1. a) 301 625 Ft. b) 305 250 Ft. ¢) 310 500 Ft.
2. 167 200 Ft; 83,6% .3. kb. 1 millié Ft. 4. a) B. b) A.
5.a) 1 511 946 Ft. b) 57%. 6. kb. 851 800 Ft-ot.

27.lecke: 1. a) 4. b) -1. 2. a) 9,1%. b) 1,091-szer. ¢) 0,916-
szor. 3. 125. 4. 1,64 m; 2,45 m; 4,91 m. 5. a) 1,27 - 10° m>.

b) 69%-kal nd. ¢) 27,75%-kal csokken. 6. a) 0,15 részt.

b) 2 6ra alatt. c) kb. 1 dra alatt (= 57 perc alatt). 7. a) 2%,
b) 3*°- 5% ¢)3-2°8.a) 1,7 m.b) 8,64 10° mm?>.
¢) 1,728 -10° mm”>. 9. a) 50%. b) 6,25%.

28.lecke: 1. a) x- b — y- ii. b) bevétel a tejbdl %w “a;
3 2 1

tarébol %x : ib; 6sszesen§ xeatox Zb' 2. igaz: b; c.

3. a) nagy téglalap: 60; kisebbek 16; 24; 8; 12. b) C.
4.(n-1)+n+ (n+ 1) = 3n miatt oszthaté harommal.
5. a) 5n + 3; ahol n természetes szam. b) 100n, ahol n
természetes szam. ¢) 100n + 23, ahol n természetes szam
6.72.

29. lecke: 1. a) 3x’; egyiitthato: 3. b) %x3y2; egyttthato: %

A FELADATOK VEGEREDMENYEI

¢) —x; egyiitthat6: —1. d) —x’y; egyiitthaté: —1. 2. %xy%

% ’y% —3xy%; 4x’y”. Osszevonds utan —%xf és %fyz.
(7a+12) (—x—1)

3.a) 0 b) g

d) —2a+b.4.a) —9x4y4. b) 24> — ab + Vb~

€) —6y° — 2y + 32.5.a) —p.b) —14x” + 28x* + 2x - 4.

¢) —2a* + 4@’ - 2a> + 14a - 20. d) —15x° — 2x°y + 8xy°.

6.a) —16x” + 22x + 6; helyettesitési értéke: 13,5.

b) 3x* — 6xy — 6y helyettesitési értéke: —6. 7. a* + 1.

30. lecke: 1. a) a® + 20a + 100. b) 9x* + 42x + 49.

¢) x> — 10x + 25.d) 4c” — 20cd + 254°.

14
3

4 2 1 1 2 5.2
2554 5 + —=b".d) =x"+5x+5.
) a ab 1 b°.d) 2x°+5x+5

.€) —2x° —2x° + 8x — 4.

2
X 12,2 4.2
2.a) gt x+ 49.b) gX T3y

3.a) X —6x+9.b) —x* —6x—9.¢) x> + 6x+9.
d) x* + 6x+ 9. 4.2) x° — 2x° + 1. b) a® + 4ab’® + 41°.

4 215 10 49 8 21 a3, 9 s
c) 16a” +40a°b” + 25b". d) a1l X 18XV t1gV-

5.2) 94" — 12a°b’ + 4a°b°. b) %x"’y4 +x'y’ + %xzyz.
O+ 2 42 d)a® T — 287" + 0. 6. a) 8x.

b) 280.7.a) (a— 10)%b) (" + 4)%. ¢) 2x° - 3y” )™

d) <%x -1 y)z. 8.2) 49.b) 30ab. ¢) 36x’)2. d) 0,25 vagy 2.

9.a) 1764. b) 9409.

31.lecke: 1. a) £ — 9.b) 4x* — 25. ¢) 256" — 4a”> d) 4x%y” — 1.
2.2) £ —9.b)9—-r.c)a’—1.d)4—9x".3.a) x* — 9x°.
b) 21—5x2 — 49. ¢) 25a°b* — 9a'b%.d) x** — y%. 4.2) 1599.

b) 39 996. ¢) 999 951. d) 35,91.

32. lecke: 1. a) 8(x + 3). b) 8y(x + 3). ¢) 8xy(x + 3).

d) 8x*y’(3z + 1). 2. Koz6s tényez: 3xy’z”. Szorzotényezék:
4%, 292, xy, 5°7, 3x’yz. 3. 2) 55(3y° — 1).b) a(a® — 2a — 1).
¢) 7xy(1 — 2x + 3xy). d) %x(Zx3 —4x* +1).

4.a) (x—5)(x+y).b) B—y)(y+5).¢) 3x+4y)(a+ D).
d) (2a — 3y)(5a + 7x).5.a) (y — 2)(x + 3). b) (x — 5)(x —y).
¢) (b—4)(a—2).6.a) 0; % és %.b) 3.0 x=0y =0

-2
y2_3'

33.lecke: 1.a) (x + 7)(x — 7).b) (1 + a)(1 — a).

¢) (5a + 6b)(5a — 6b). d) (%x + %y)(%x - %y)

2.a) (x— 11)°.b) (10x + 1) ¢) (3a — 2b)*. d) (a’+ b)>.
3.2)2(5+x)(5—x).b) 7y(3y + 1)(3y — 1). ¢) 15a(b — 1)2
d)—(y— 2)%.4.a) 3a°(a* + 3b)% b) (x +y)(x—y—1).
)@+ b)a+ba—0b).d) d*(a+ 1) —a*+2).

5.11 és 10; 5 és 2. 6. a) Nincs ilyen. b) 3.

34. lecke: 1. 0,8. 2. a) 3,5.b) 2,4. ¢) —1,2. 3. a) —4. b) —0,5.
4. 2) 2400 Ft. b) 2120 Ft. 5. ) 0 és 4. b) 6. ¢) 2. 6. 80 000 Ft.
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35. lecke: 1. 3 dra. 2. 15 osztalyzata. 3. 0,667 kg szinarany. b) 90 m. 5. a) 35 perc. b) % km. 6. ) 300 6ra; 75 nap.

b) 18 690 Ft.

37.lecke: 1. 19. 2. 14. 3. 60. 4. 30. 5. 4,8. 6. 11 és 14.
7. 39 barack. 8. 12 nyl és 23 facan.

38.lecke: 1. 3.2.a) 0;2; -2.b) 5.¢) -0,8.3.90 1. 4. 15 km.
17 .
5. 23 6. 28; 20.

4. nyert: 14; dontetlen: 6; vesztes: 12.

Raadaslecke: 1.a) x € R; x #+ —2;0; 0,5.b) x ER; x + —2;
—1;1;2; 3. 2. —1. 3. a) j6. b) hibds. 4. a) hibas. b) jé kévet-
keztetésre jutott, de az x — 2 # 0 feltételt meg kell tenni.

5. 7. 6. nincs megoldas. 7. a) -1,5. b) nincs megoldas.

36. lecke: 1. a) olcsdbb fajtabol. b) 640; 560. ¢) 164 Ft.
2.1 800 000 Ft; 700 000 Ft. 3.7 db; 6 db. 4. a) 18 s; 20 s.
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