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1. Egy derékszögű háromszög oldalainak hossza és területének mérőszáma is egész szám.

Bizonyítsuk be, hogy a beírt kör sugarának hossza is egész szám!

Megoldás. Először megmutatjuk, hogy a derékszögű háromszög beírt körének sugara

r =
a + b − c

2
, ha c jelöli az átfogó,a és b pedig a befogók hosszát.

Az alábbi ábránO jelöli a beírt kör sugarát,E, F és G az érintési pontokat. AzOECF
négyszög négyzet, hiszen van három derékszöge, továbbáOE = OF = r. EzértFC ésCE
hossza isr.

A körhöz küls̋o pontból húzott érint̋oszakaszok egyenlők,
innenAF = AG = b−r ésBE = BG = a−r, haa a BC,
b pedig azAC oldal hossza. Végülc = AB = AG+GB =

= (b − r) + (a − r) = a + b − 2r ⇒ r =
a + b − c

2
. 2 pont

Most rátérünk annak bizonyítására, hogyr egész.

Ha a terület egész, akkorab páros, tehát legalább az egyik
befogó hossza páros szám. 1 pont

Első eset:Mindkét befogó hossza páros szám.

Ekkor Pitagorasz tétele miattc is páros, hiszenc2 = a2+b2 páros, ígyc is az. Innena+b−c
páros, ígyr egész. 2 pont

Második eset:Pontosan az egyik befogó hossza páros szám (legyen ez mondjuka).

Ekkor a + b páratlan ésc (megint Pitagorasz tétele miatt) páratlan, teháta + b − c ismét
páros,r egész. 2 pont

Összesen: 7 pont
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2. Határozza meg ap paraméter értékét úgy, hogy azx2 + 2px− 3p− 2 = 0 egyenletx1 és
x2 gyökeirex2

1 + x3
1 = 4−

(

x2
2 + x3

2

)

teljesüljön.

Megoldás. Az egyenlet diszkriminánsa: 4p2
− 4(−3p − 2) = 4p2 + 12p + 8.

Az egyenletnek akkor van megoldása, ha a diszkrimináns nem negatív, ez akkor teljesül, ha
p ≦ −2 vagyp ≧ −1. 1 pont*

Az egyenlet gyökeire megadott összefüggést átalakítva:

(1) x2
1 + x2

2 + x3
1 + x3

2 = 4.

A gyökök és együtthatók összefüggései alapján:

x2
1 + x2

2 = (x1 + x2)
2
− 2x1x2 = 4p2

− 2(−3p − 2) = 4p2 + 6p + 4, 1 pont

x3
1 + x3

2 = (x1 + x2)
(

x2
1 + x2

2 − x1x2
)

= (x1 + x2)
(

(x1 + x2)
2
− 3x1x2

)

=

= −8p3 + 6p(−3p − 2) = −8p3
− 18p2

− 12p. 2 pont

Ezek alapján az (1) összefüggés:

4p2 + 6p + 4− 8p3
− 18p2

− 12p = 4,

8p3 + 14p2 + 6p = 0,

2p(4p + 3)(p + 1) = 0.

A megoldások:p = −1; p = −
3
4

; p = 0. 2 pont

Mindhárom megoldás megfelel a feltételeknek. 1 pont*

Összesen: 7 pont

A *-gal jelölt pontok akkor is járnak, ha a versenyző belátja, hogy a kapottp értékekre van
az egyenletnek megoldása.

3. Az 1◦,2◦,3◦, . . . ,179◦ nagyságú szögekből hányféle módon lehet kiválasztani hármat úgy,
hogy a kiválasztott szögek egy különböző oldalú háromszög szögei lehessenek?

Megoldás. Mivel az oldalak különböz̋oek, a szögek is azok. Két különböző szög kiválasz-
tása a háromszög szögösszege miatt már meghatározza a harmadikat. 1 pont

Legyenek a szögek növekvő sorrendbenx, y és z.

Ekkor x + y + z = 180◦ és y < z miatt x + y < 180◦ − y, ezért x/2 + y < 90◦-nak kell
teljesülnie. 1 pont

(Ha ez az egyenlőtlenség nem jelenik meg, de a szögek összeválogatásánál kiderül, hogy
gondol rá, a pont akkor is jár.)
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A lehetséges eseteket foglaljuk táblázatba:

x értéke x-hez tartozó lehetségesy lehetséges értékeinek
y értékek száma

1 2, 3, . . . , 89 88
2 3, 4, . . . , 88 86
3 4, 5, . . . , 88 85
4 5, 6 . . . , 87 83
5 6, 7, . . . , 87 82

. . . . . . . . .
57 58, 59, 60, 61 4
58 59, 60 2
59 60 1

Bármilyen formájú, tartalmilag jó összeválogatás: 1 pont

Az összes lehetséges esetety lehetséges értékeinek összege adja meg. 1 pont

Így az esetek száma 88+ 86+ 85+ 83+ 82+ 80+ . . . + 4 + 2 + 1, 1 pont

ami ugyanaz, mint

(88+ 85+ 82+ . . . + 4 + 1) + (86+ 83+ 80+ . . . + 5 + 2) =

= 30/2(88+ 1) + 29/2(86+ 2) = 2611. 2 pont

Összesen: 7 pont

4. Az ABC egyenl̋o szárú háromszögAB alapjának egyik bels̋o pontja P . Az AC szár
C-hez közelebbi harmadolópontjaH. Az A csúcsHP egyenesre vonatkozó tükörképe a
BC oldal B-hez közelebbi negyedelőpontja. Határozzuk meg azAP : PB arány értékét!

Megoldás. Tekintsük a következ̋o ábrát:

Az AB = c jelöléssel legyen ábránknak meg-
felelően AP = λc, ekkor PB = (1− λ)c, ahol
0 < λ < 1.

Így pedigPB = (1− λ)c alapján

AP

PB
=

λ

1− λ
.

Az ABC háromszög területéttABC = t-vel je-

lölve tANC =
3
4

t, mert két háromszög –ANC és

ABN háromszög –BN ésCN alapjához tartozó
A csúcsból induló magassága közös.

Az ANH és a HNC háromszög közösN csúcsból induló magassága is azonos, ezért

tANH =
t

2
és tHNC =

t

4
. 1 pont
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Mivel pedig tATH = tTNH , ezért értékük
t

4
.

Az ABN háromszög területe megoldásunk első bekezdése alapján
t

4
.

Az APN ésPBN háromszögekN csúcsból induló magassága közös, ezért

2t2

t1
=

λ

1− λ
, azaz t1 =

2(1− λ)

λ
t2, 1 pont

hiszen a tükrözés miatttAPT = tPNT = t2.

Az ABN háromszög
t

4
területére így – ábránknak megfelelően – egyrészt

(∗) 2t2 + t1 =
t

4
, másrészt t1 =

2(1− λ)

λ
t2

teljesül.

Vizsgáljuk most meg, hogy mekkora azAPH háromszög területe!

Az AP oldalhoz tartozó magasság azABC háromszögAB oldalához tartozó magasságának
2
3

-része, mertH harmadolópont. Így pedigtAPH =
2
3
λt. 2 pont

(∗) alapján az adott egyenletrendszerből t2 =
λ

8
t és t1 =

1− λ

4
t adódik. 1 pont

Így pedig tAPH =
2
3
λt és tAPH = t2 + tATH alapján

tAPH =
λ

8
t +

t

4
=

λ + 2
8

t.

Ha pedig
2
3

λt =
λ + 2

8
t, akkor λ =

6
13

. 1 pont

Ekkor pedig
AP

PB
=

λ

1− λ
=

6
7

. 1 pont

Összesen: 7 pont
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